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Développement: Théoréme de Wedderburn

Adrien Fonfaine

6 septembre 2013

Référence : Daniel Perrin, Cours d’algébre, p82
Théoréme 1

Tout corps fini est commutatif.

Démonstration: 1. Soit k¥ un corps fini, a priori non nécéssairement commutatif, et 7 le centre
de &, i.e
Z={ack/Nrckar=uzxa}

% est un sous-corps de k, commutatif, de cardinal ¢ > 2 (il contient au moins 0 et 1). De
pius, k est un Z-espace vectoriel, donc |k| = ¢"

2. On suppose par Pabsurde que k& est non commutatif, i.en > 2. Alors, k™ opére de facon non
triviale sur lui méme par automorphisme intérieur. Pour z € £%, on note w(z) son orbite,
i.€ '

wiz) = {aza ", a € k}
On pose ky = {y € k,yz = zy}, U'ensemble des éléments qui commutent avec x. Alors, k.,
est un sous-corps de k&, et le stabilisateur de x sous 1 action de k™ sur &7 est &),
De plus, ky est un Z-espace vectoriel, done |k,| = ¢?. Et k2 est un sous-groupe de k*, donc
q% — 1| g™ — 1. Ecrivons la division euclidienne de n par d. Il existe (g,7) ¢ N* x N tel que

n=dgt+retr<dour=20

Alors,
¢" = 1=(g"=1)(¢" * + ¢+ .+ g )+ (¢ - 1)

Comme 7 — gd == r < d, cela constitue la division euclidienne de ¢" — 1 par % — 1. Comme
g"—1|q"—1,onen déduit ¢" ~1=0.Dotr=0et d|n.

On a alors
i) = T dn
kx| ¢?—1
3. On a, dans Z, par une propriété classique des polyndmes cyclotomiques -
gt ~1= H P (q)
min
Et de méme,
qd —1= H i)
mld
Donc,
= Il %=
q

mln,mid

Pour d # n, on voit donc en particulier que @,



4. Ecrivons désormais I'équation aux classes :

B = 1271+ > lw(2)]

¢z
De plus, dire que = ¢ 7 signifie que l'on & d # n, de sorte que

(O P T . i
L D ) ]
la somme portant sur un certain nombre de diviseurs stricts de n. Comme ®,(q) [ ¢" — et
&, (g) | gz:i pour un diviseur strict d de n, on en déduit que ®,(g) } ¢ — 1. Fn particulier,

I‘bn(QN < q— L

5. On a ©,{(q) = (¢ — &)...(g — &), ol &1, ..., & sont les racines primitives n-itmes de I'unité.
En particulier, {£] = 1 et & # 1 car n # 1. Mais alors, on a, pour tout 4, {[¢ — & > ¢ — 1
(faire un dessin). Donc, |®,(q) > (g — 1)* > ¢ — 1. Contradiction.




Cone nilpotent

Références :  Caldero, Germoni, Histoires hédonistes de groupes et de géoméirie - Tome second, p 213215

On s’intéresse au nombre d’endomorphisme rilpotents sur un Fy-espace vectoriel de dimension finie d. On
notera A/{E) l'ensemble des endomorphisme nilpotent. Un choix de base le met en bijection avec I'ensemble
Na(¥,) des matrices nilpotentes de taille d & coefficients dans F,.

Soit B un Fy-espace vectoriel de dimension d. On a :
na = W(B)f = ¢ 9

Pour 1 < 7 < d, on pose L, 4 'ensemble des familles des vecteurs de E, libres & r éléments. On dit qu'un
endomorphisme nilpotent IV respecte une famille e Lygsipourtout 1 i <r—1,onag, 1 = Ne; et Ne,. = 0.

On pose X 'ensemble suivant :

X = {(N,e)/N e N(E},3r,e ¢ L, 4 et N respecte £}

On va dénombrer X de deux manidres.

Soit e € E\{0} et N € N(E), alors il existe un unique r maximal tel que la famille

€ =(e,Ne,...,N""1¢)

soit libre. On a de plus : N7e = (.

Démonstration. L'existence de 7 est triviale car N est nilpotente. Soit F le sous-espace vectoriel engendré par
{N°e/s € N}. La famille ¢ est libre dans F. Montrons qu'elle est génératrice. La famille (e, Ne, ..., N "e} est
™

liée, il existe donc une famille de scalaire (a;)g<i<- non tous muls telle que : Z a;N'e = 0. Par liberté de z, a.

i=0
r—1
ne peut-&tre nul. On le supposera donc égal 4 1. On a done : N7e = — Z a;N'e.
2=0)
r—1
Pour s = r + k, on montre par récurrence sur k que N°e € Vect(g). Fn cffet, on a : N¥e = — Z a; N e La

i=0
famille £ est donc une base de F.

On considére la restriction de N & F, notée N. ("est un endomorphisme nilpotent. Dans la base £, sa matrice
est la matrice compagnon suivante -

0 0 P —ag
1 a —{]
1 —0p—1
r—1 ] B
Son polyndme caractéristique est donc : x5 = X7 + Z a; X*. Comme N est nilpotent, on a donc a; = 0 pour
i=0
tcut 0€i<r—L Done Ne=0 |
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Remarques : » On rappelle que pour calculer ¢r, il faut compter le nombre de bases possibles. On a donc

d—1 d—1 d a
gr = zmﬂa |@J _ Em\a w Em@ﬁ o Hv - Q&EIC\M EA%‘. . wv.
r=0 =0 r=1 r=]

Adapté du travail de Baptiste Huguet.
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