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Classification des groupes d’ordre 12

Référence : o Ramis-Warusfel, Cours de mathématiques pures ef appliquées, Volume 1, p.27

Théoréme 1 A isomorphisme prés, les seuls groupes d’ordre 12 sont :

ZJ12Z, T2 % /6, M4, Dy et Crg = Z/3Z x, /47

X

“abelam ‘hern e )
Commengons par un lemme utile dont la démonstration est immeédiate :

Lemme : Soient A et B deux groupes, et @, » € Hom(B, Aut{A)) tels que Ja € Aut(B),

o o ) ) A)Q{PB—“)AN#L,B
p=1poa. AlOTSANsaB—Axié’Bma@‘{ (a,b) — {a, a(b))

Démonstration du théoréme : 73
Soit ¢ un groupe d’ordre 12 = 22 x 3. Alors son nombre 73 de 3-Sylow vérific : { :3 [: 3]
e 3

Donc ng € {1,4}.

o Premier cas : ng = 4.
Notons 5 = {57, 53, 53, Sa} ses 3-Sylows. Alors G agit transitivement sur § par conjugaison :

5 { G — Bij(S)
g (Si—2gSig )

OnaXer(f) = n Stab(§;). Or pour tout i, Stab(S;) contient S; et est d’ordre #TIIC;]EES =3,

donc Stab(5;) = 5;, et done Ker{f) = {e} en tant qu'intersection de sous-groupes cycliques dis-
tincts. G est done isomorphe & un sous-groupe de &y qui est d'indice deux. Done

® Second cas : ng = 1.
Soit H son unique 3-Sylow, et K un 2-Sylow quelconque. Alors :
- H est distingué dans G
- HN K == {e} car les éléments de H sont d’ordre 1 ou 3, et ceux de K d’ordre 1, 2 ou 4.
- |HL|K| = |G| donc G = HK
Donc G 2 I x K. Donec G = Z/3Z x, N, ou N = Z /47 ou V}, et p € Hom(N, Aut(Z/3Z)).
Tout d’abord, notons que Z/3Z posséde un seul automorphisme non trivial : & — 2.k Done
Aut(Z/3Z) = 7./27. 11 ’agit donc maintenant de chercher les morphismes o : N — Z/2Z.
— Premier sous-cas : N = Z/4Z.
Alors  est déterminé par 'image d’un générateur. Il n’y a donc qu’un seul morphisme non
trivial : N — Aut(Z/3Z). On peut donc former deux groupes. Tout d’abord Z/37 x Z/AZ,

agsocié au morphisme ¢ = id, et qui est isomorphe & |Z /127 1 Puis le groupe dicyclique

Gy = Z[3Z », Z/47. |, associé & Punique @ non trivial.

Anatole Ertul & Maxime Prod’homme 1



— Second sous-cas : N = (Z/27Z)?.
On dénombre trois morphismes non triviaux : @y : {
I SRS
25 (0,1) w0 1
on peut par exemple voir que Aut{Vy) 2 &;. Donc d’aprés le lemme, il 0’y a que deux
groupes cette forme : le groupe abélien Z/3Z x Vj, qui est isomorphe & |Z/2Z x Z /67|,
et un groupe non abélien | Z/3Z x, Va |

(L1 [ (1L,0)—0
(0,1) 50 " ¥2° { (0,1) 1"

» Montrons enfin que ce dernier groupe est isomorphe 4 Dg. Dy est un groupe d’ordre 12,
donc isomorphe & 'un des groupes précédemment trouvés. Il n’est pas abélien et posséde un
sous-groupe d’ordre 3 distingué H =< #° >. Donc D¢ est soit (G1a, soit /3% %, Vy. Mais on
vérifie aisément que Dg/H n'est pas cyclique car tous ses éléments sont d’ordre 1 ou 2. Done
Dg 2 Z/3Z %, Vy O

Anatole Ertul & Maxime Prod’homme 2




25 est le seul groupe simple d’ordre 60

Références : e D. Perrin, Cours d’Algébre (pour les deux lemmes et le théoréme 1)
o M. Savovant, Le groupe simple d’ordre 60, RMS novembre-décembre 1999

| Théorérae 1 A5 est simple

Commengons par énoncer les deux lemmes suivants.
Lemme :  Les 3-cycles sont conjugués dans s, et engendrent As.

Démonstration :
» Soient (abc) et (a'b'¢) deux trois-cycles. Il existe o € & telle que o{abe)o™" = (@'F¢).
Si o € AUs, c'est gagné.
Sinon, posons 7 = (d'¢}, puis ¢’ = 7g. Alors on a toujours o’{abe)e’ ' = r(a'H )1 = (dH ), et
o' € Uy, ce qui prouve gue (abe) et (a'F¢)) sont conjugués dans Us.
e 5 est engendré par les produits pairs de transpositions. Ii suffit alors d’observer que :

(ab)(bc) = (abc), (ab)(ac) = (ach) et (ab)(cd) = (abe){bed)

Done Az est aussi engendré par les 3-cycles.
Lemme : Les doubles-transpositions sont conjugudes dans s

Démonstration :

Soient (ab)(cd){e) et (&'V){('d}{e') deux doubles transpositions. Tl existe 0 € G5 telle que
ola) =d', a{b) =t et o(e) = ¢/. On a alors o({e,d}) = {¢,d'}. 11 7 a en fait deux permutations
ayant cette propriété, mais elles n’onf pas la méme parité (pas le méme nombre d'inversions).
On peut donc supposer o € 5. On a alors o{ab)(cd)(e)o™! = (a') (&)

Démonstration du théoréme :

Commengons par remarquer que A5 contient 15 &léments d’ordre 2 (les doubles transpositions),
20 éléments d’ordre 3 (les 3-cycles) et 24 éléments d’ordre 5 (les 5-cycles).

Soit H <%y avec H # {id}.

+ 5i H contient wn 3-cycle, comme ceux-ci sont conjugnés, et engendrent 2Us, alors H = 2y

e Si H contient une double fransposition, alors il les contient toutes

e Si H contient un 5~cycle, alors H contient le 5-Sylow engendré par celui-ci. Les 5-Sylow
étant conjugués, H les contient tous, et donc contient tous les 5-cycles.

Done |H| € {16,25,40,60}. Or [H| divise {25| = 60 donc nécessairement, |H| = 60, ie
H =25, ce qui conclut la démonstration. [

[y
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IThéoréme 2 Tout groupe simple d’ordre 60 est isomorphe a Uz

Démonstration :
Soit G un groupe d'ordre 60 = 22 x 3 x 5. Alors ng = 1[5] et 15|12, donc ns = 6.
Notons § ={S1,..., 86} Pensemble des 5-Sylow de G.
G — Bij(.9)
g (SimgSig )
n'est pas trivial. Donec Ker(f), qui est distingué dans (7 est donc nécessairement réduit & {e}.
G est donc isomorphe & un sous groupe H de Ss.

L’action de G sur § par conjugaison est transitive, done le morphisme f : {

* Comume [ n'est pas abélien, et que D{H) < H, alors D{(H) = H. Donc H = D(H) C
D(Gs) - QEG

» Montrons que H n’est pas distingué dans g :
H étant d’ordre 64, il contient un éléwment d’ordre 5, donc un 5-Sylow. Si H était distingué, il
contiendrait tous les 5-Sylow donc tous les 5-cycles. Or il y a 6 x 4! = 144 5-cycles dans g, donc
H ne peut &tre distingué.

H — Bij(Ye/H)

e On fait agir H sur UAg/H par translation : ¢ : { g (zH = (gz)H)

done Bij{%Us/H)} == Sg

, avec [2l6/H| = 6,

Ker{¢) < H donc Ker{¢) = {id} ou Ker(p) = H.

Or: Ker{p)=H & Vhe HVYoecUs,0H = (ho)H
=Vhe HVoe U5 ho e cH
=>Vo Uy, H C oHo™t
= H a4

Donc ¢ est injective. Notons enfin que Vh € H, ¢(h){H) = H donc toutes les permutations ¢{h)
ont un point fixe cornraun. Cela montre que H est alors isomorphe & un scus-groupe de G5, qui
est d'indice deux. Clest done néeessairement Ay, [
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