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2Us; est le seul groupe simple d’ordre 60

Rubén MUNOZ--BERTRAND

7 décembre 2014

Référence : Felix ULMER - Théorie des groupes, p.90-91.
Lecons : 101, 103, 104, 105.
Enoncé : Soit G un groupe simple d’ordre 60. Alors G = 2s.

Preuve : Soit H un sous-groupe de H d’indice m > 1, alors G agit
transitivement sur les classes a gauche de H par translation. On obtient
donc un morphisme ¢ : G — &,,, dont le noyau, ne pouvant étre G tout
entier, est {eg} par simplicité du groupe. Le morphisme est donc injectif,
ce qui nous donne |S,,| > 60, donc m > 4.

Supposons dans un premier lieu que m = 5, on a donc G & G5, d’ou
D(G) & S5 = A;. Or comme G est simple, il n’est pas abélien, et donc
D = G. G s’injecte donc dans s de méme cardinal : les deux groupes sont
donc isomorphes.

Il suffit de montrer que tout groupe simple d’ordre 60 possede un sous-
groupe d’indice 5. Pour ce faire, nous allons raisonner par I'absurde et
supposer qu’il n’y a pas de tel groupe dans G.

Soit p € {2,3,5} et P un p-Sylow de G ; on sait que le nombre de p-
Sylows de G est égal a n, = (G : Ng(P)) > 5. En appliquant le théoreme
de Sylow, comme ns5|12 et ns = 1[5] on a ns = 6. De méme, puisque nz|20
et ny = 1[3], ng = 10. Enfin, comme ns|15 et ng = 1[2] on a ny = 15.



Considérons deux 2-Sylows distincts de G (ils sont de cardinal 4, donc
abéliens) Sy et S5. Supposons qu’il existe g # eg dans leur intersection.
Alors le centralisateur Zg(g) contient alors les deux 2-Sylows et est donc de
cardinal au moins 5, or comme ce sont des sous groupes de Zg(g), d’apres le
théoréme de Lagrange |Zg(g)||4, donc Zg(g) > 12 et (G : Za(g)) < 4. Or
Za(g) # G car Z(G) = {eq} puisque le groupe est simple et non abélien.
On aurait donc un sous-groupe propre de G d’indice inférieur a 5, ce qui est
impossible.

Tous les 2-Sylows ont donc une intersection réduite a 1’élément neutre.
On peut faire exactement le méme raisonnement pour les 3-Sylows et les
5-Sylows.

On compte alors ng(4 — 1) = 45 éléments de G dont l'ordre est divisible
par 2, ng(3—1) = 20 éléments dont 'ordre et divisible par 3 et n5(5—1) = 24
éléments dont l'ordre est divisible par 5. En fait, nous avons trouvé 89
éléments dans un groupe qui en contient 60, ce qui est absurde, donc G
contient toujours un sous-groupe d’indice 5, donc G =2 s.



Une caractérisation des groupes finis
simples

Rubén MUNOZ--BERTRAND

7 décembre 2014

Référence : Felix ULMER - Théorie des groupes, p.158-159.
Lecons : 104, 107.

Enoncé : Un groupe fini G est simple si et seulement si tous ses
caracteres irréductibles non triviaux ont un noyau trivial.

Preuve : Soit G un groupe fini et p une représentation de GG de caractere
X- On rappelle que Ker(x) = {9 € G | x(9) = x(eg)}. Nous allons
démontrer que Ker(x) = Ker(p).

Il est clair que Ker(x) D Ker(p). Prouvons autre inclusion. Soit g € G.
La matrice p(g) est diagonalisable car d’ordre fini, et ses valeurs propres
()\i)ie[\l,dim(V)H sont des racines de I'unité distinctes, et donc d’ordre 1.

dim(V)
Comme x(g) = Z Ai, on obtient avec I'inégalité triangulaire :
i=1
dim(V) dim(V)
@l =1 D A< D Nl =dim(V) = x(eq)
i=1 i=1

Avec égalité si et seulement si tous les \; sont égaux. Nous avons alors
X(9) = x(eq) si et seulement si tous les \; valent 1, c’est a dire p(g) = Id
ou encore g € Ker(p).



Le noyau de chaque caractere de G est par conséquent un sous-groupe
distingué de G. C’est valable en particulier pour les caracteres irréductibles
non triviaux qui auront donc pour noyau soit G soit {eg}. Le premier cas
étant impossible puisque sinon le caractere serait trivial, on a démontré
I'implication.

Réciproquement soit H un sous-groupe distingué de G d’indice n. Con-
sidérons l'action de G sur G/H par translation a gauche. On obtient
alors un morphisme ¢ : G — &, qui induit une représentation linéaire
p:G—V :=GL(C,n) que 'on obtient en associant & chaque permutation
la matrice de permutation de vecteurs correspondante.

Soit x le caractére associé a p. On a Ker(x) = Ker(p) = H. On a
démontré que tout sous-groupe distingué est noyau d’un caractere de G.

D’apres le théoreme de Maschke, on peut décomposer (V,p) en somme
directe de représentations irréductibles V' = @, a;V;, donc x = ), a;x;, ol
les x; sont les caracteres irréductibles associées aux (V;, p;).

Nous avons vu tout a I’heure que Ker(x) = Ker(p) ; la décomposition
en caracteres irréductibles de (V, p) nous donne Ker(p) = N;Ker(p;), i.e.
H = n;Ker(x;). Par conséquent, si tous les caracteres irréductibles non
triviaux ont pour noyau {eg}, alors soit H = G, soit H = {eg}, c’est a dire
que G est simple.



