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Théoréme de Frobenius-Zolotarev

Théoréme 1. Soit p € P un nombre premier impair el V un Fp-espace vectoriel de dimension
finie n. Alors, pour tout u € GL(V) on a £(u) = signature(u) = (%ﬁ).
Démonstration. Soit n = dimg,(V), on a alors p* = card(V} et la signature ¢ est un morphisme
de groupe défini sur GL{V) puisque : GL(V) C Bij(V) ~ Sy le groupe des bijections de [1,p"].
Méthode 1.

o Monirons qu’il existe un unique morphisme de groupe f : ¥y — {—1,1} tel que e = fodet

o Montrons que f = (=) ot [z ) désigne le symbole de Legendre modulo p.
P 3

Lemme 1. Pour tout groupe abélien G el tout morphisme de groupe « : GL(V) — G il existe
un unique morphisme f : By — G tel que o= f o det.

On appliquera le résultat 4 G = {—1,1} ~ Z/2Z et a = ¢.

Démonstration. :

Existence : Soient G un groupe abélien et a : GL(V) — G un morphisme de groupe.

Objectif 1. montrons que SL(V) € Ker(a), le but étant clairement de pouvoir passer au
quotient et obtenir un diagramme commutatif,

Or, pour p 2 3, D(GL(V)) = SL(V) et D(GL(V)) étant engendré par les commutateurs, il suffit
de montrer que pour tout [f,g] = fogo f og ! on a [f,g] € Ker(a). Alors, G étant abélien
et o un morphisme, on a immédiatement, :

a(fogo f~1og ) = a{fla(g)a(f) talg)™! = a(fe(f) lalg)a(g) ™ = l6.
D’od SI{V) C Ker(e) et il existe une unique application @ telle que
#:GLV)/SL(V} —> Geta=0o7

ot 7 désigne la surjection canonique de GL(V) — GL(V)/SL(V). Or, det : GL(V) —— F}, est
un morphisme de groupe surjectif de noyau SL(V), par passage au quotient il existe un unique
isomophisme de groupe noté det tel que :

det : GL(V)/SL(V) —3 F} et det = detom
Ainsi, on a naturellement o = @o 7 et det = det o m. Par bijectivité de det, on déduit que
x=det ' odetet:
o= (anweuﬁml) odet = f odet ou on a posé f =Todel .

Unicité : Supposons qu'’il existe f’ morphisme de F, — G tel que a = f ! o det et montrons
que f = f'. Pour € IF, par surjectivité de det, il existe u € GL(V) tel que x = det(u) et :

f'(z) = f'(det(w)) = (f o det}(u) = alu)
de méme f(z) = f(det(w)) = ([ o det)(u) = a(u) Ce qui donne finalement f = f’. O

Méthode 2. On va appliquer le lemme au cas ot o = € défini par
GLV) — {-1,1}
u +— signature{u)
et au groupe & 2 éléments {1, -1} ~ Z/2Z.
D’aprés ce qui précéde, il existe un unique morphisme f : F; — {1,—1} tel que € = f o det. I}
reste & montrer que f est exactement le symbole de Legendre (]'—D) modulo p. Or, F}, étant
cyclique, définir un morphisme de F, -+ {1, -1} revient a définir l'image d’un générateur. Ainsi,

pour ¢ un générateur de I}, soit f({) = 1 et f est irivial, soit f () = —1 et f est non trivial.
Ainsi, il y a exactement deux morphismes de I}, dans {—1,1} dont un seul est non trivial.

Lemme 2. Le symbole de Legendre (5) est l'unique morphisme non trivial de I}, dans {~1,1}.



Démonstration. Le symbole de Legendre est multiplicatif, vaut 1 sur les carrés de F » €t —1 sinon.
Il s'agit alors bien d’un morphisme de groupe de F, sur {1, -1} qui est non trivial puisqu'il y
a exactement Egi éléments dans Fy; qui ne sont pas des carrés. Clest le seul morphisme non
trivial via ’étude effectuée sur I'image d’un générateur de F, par un morphisme de groupe de
Fy —{-1,1}. [}

Méthode 3. montrons que [ = (F) en prouvant qu’il est non trivial.

Pour ce faire montrons qu'il existe v € GL(V} tel que pour det(u) € F;, on ait :
Fdet(u)) = e(u) = —1 i.e cherchons 4 € GL(V) de signature —1

Comme V est un Fp-espace vectoriel de dimension n, naturellement V' ~ (If,)* ~ Fy~ o0 I'on note
Fyn I'unique corps (& isomorphisme prés) de cardinal p™. On a également GL(V) ~ GL(Fpn) en
tant que groupes. Via ce dernier isomorphisme qui nous permet d’dentifier ces deux structures,
il nous suffit de montrer I'existence de v € GL{Fpn} de signature —1. Définissons ’application
¢, pour g un générateur du groupe cyclique F}. par:
Fpn — Fpn

xr — g

Py :
qui est bien une permutation de Fyx, 7.¢ une bijection de Fyn. Plus précisément, g étant d’ordre
p"* — 1, il s’agit d’'un (p* — 1)-cycle qui peut s’écrire sous la forme d*une permutation par :

bo = (9,6 ..., 07 ~,1) on 0 est point fixe.
La signature de ce (p™ — 1)-cycle est, alors naturellement :
g(¢g) = (—=1)P" = —1 car p est un nombre impair.

Enfin, comme ¢, est clairement Fp-linéaire, ¢, € GL{Fpn} de signature —1 ce qui prouve que f
tel que € = f o det est non trivial et donne le résultat. &

Rappel 1. 5V est un Fy-espace vectoriel de dimension finien, V est un ensemble de cardinal p™
et u € GL{V) est en particulier une bijection de V sur V et peut-élre vu comme une permutation
de Spn. Mais GL(V-) 7& Spn.

Démonstration. GL(V) ~ GLp(F,) C M, (Fp) ot card{M,,(Fp)) = p™’. Ainsi si on suppose
GL(V) 2 8pn, alors (p7)! < p"°, absurde. W]

Rappel 2. 5iK esi un corps fini, K* est eyclique.
Rappel 3. D(GL,(F,)} = SL.(Fp) si (n,Fp) # (2,F).

Référence ¢
o Objectif Agregation,

Legons concernés !
o Corps finis. Applications.
¢ Déterminant.
¢ Exemples de parties génératrices d’un groupe. Applications.




Développement: Théoreme de Burnside

Adrien Fontaine

27 novembre 2012

Référence : Oraux X-ENS, Algebre 2, exercice 3.6pl171
Théoréme 1 (Théoréme de Burnside)
Un sous-groupe de G Ly, (C) d’exposant fini (c’est 4 dire qu'’il existe un entier N tel que AN =1
pour toute matrice A du groupe) est fini.

Pour démontrer ce théoréme, on va avoir besoin de la caractérisation classique des matrices nil-
potente suivante :
Lemme 1

Soit A € M,{(C). On a:

A est nilpotente <= ¥k > 1,Tr(A*) =0

Démonstration: Le sens direct est évident en trigonalisant notre matrice A.
Réciproquement, supposons que pour tout & > 1, Tr(A*) = 0. Par absurde, si A n'est pas
nilpotente alors soient Ay, ..., A les valeurs propres distinctes non nulles de A, de multiplicités
respectives nq, ..., n,. Alors, en trigonalisant A, ’hypothese sur les traces nous donne;

V> 1L,mA L Enaf =0

Le vecteur ‘(nj,...,n,) est donc une solution non nulle du systéme linéaire :

Mode oo M
PP EINEDLI N
. i) =0
N o b

Or, le déterminant de la matrice du systéme est non nul (c’est un Vandermonde et les A; sont
tous distincts). D’oll, une contradiction. |

On est désormais en mesure de démontrer le théoréme de Burnside.

Démonstration du théoréme de Burnside: Soit N I'exposant de G.
Soit (Mi}1<i<m une base de Vect(G) formée d’éléments de G.
Soit
f: G = cm
A = (TT(AﬂJi))ISiSm

Montrons que f est injective.
Soient A, B € G telles que 17'7(AM;) = Tr(BM;) pour tout 1 <7 < m. Alors, par linéarité, on a :

VM € G, Tr{AM) = Tr(BM)

1



Soit D=AB 1 G. Alorson a :

Yk € N, Tr(D*1) = Tr(A B~'D¥) = Tr(BB~'D*) = Tr(D*)
e

D’ot1 par récurrence immeédiate ;
Vk € N,Tr(D*) = Tr(l) =n

D et I,, commutent donc on peut appliquer le binéme de Newton, et pour tout £ > 1, on a :

=0
:k j) —~1Yn
> (e
=n(l1-1)*
=0

Donc, d’aprés le lemme démontré précédemment, D — I, est nilpotente. Par ailleurs, G étant
d’exposant fini N, toutes les matrices de G sont annulées par X N 1 qui est scindé & racines
simples, donc toutes les matrices de G sont diagonalisables. En particulier, D est diagonalisable

et done, D — I, est diagonalisable.

Par conséquent, D — I, = 0, i.e D = I,,. D’ott 'injectivité.

Il reste & montrer que Pimage de f est finie.

Or, Im(f) C X™ od X = {Tr(A),a € G}.

Et on a vu que les éléments de G sont annulés par X — 1, donc les valeurs propres des éléments
de G sont dans 'ensemble des racines N-iémes de 'unité qui sont en nombre fini. Donc X est fini.
Dol G fini. u

Remarque 1

La démonstration nous donne par ailleurs une majoration sur 'ordre de G. Fn effet, on a :
- Gl < | x|
- m < n?
~|X] < N™

Do’y |Gf < N™°.




Isomorphismes exceptionnels

18 mai 2015

Proposition 1, Le groupe GL,(V) agit naturellement sur Uespace projectif P(V).
Le groupe PGL,(V), quotient du groupe lindaire par son centre (formé des homothéties), agit
done fidélement sur Pespace projectif P(V).

Application :
On en déduit les isomorphismes exceptionnels suivants en dimension 2 :
1. GLy(F2) = SLa(F3) = PSL(IFy) =~ 53.
2. PGL;(IF;;) o~ Sy ot PSLQ(F;.}) o~ Ay
3. PGLQ(IF4) jacd PSL'Z(]F4) ~ A5.
4. PGLQ(IF5) ~ S et PSLQ(}Fs) ~ As.

Démonstration. On considére action de PG Lo(F,) sur la droite projective P(¥,?) de maniére
fidéle. On note également P1(F,) cette droite projective, qui contient ¢ + 1 points, les ¢ points
de la droite affine, plus le point & Pinfini : Py (Fy} = F, U {co}. A cette action fidéle correspond
donc un morphisme de groupe injectif : ¢ 1 PGLa(F;) —  Spy1 . On aura également besoin
de calculer le cardinal du groupe linéaire et de certains de ses sous-groupes :

o |GL,(F)] = (g" — 1) x(g"—¢q) x ... x (¢" —¢"") B
o [PCL(Fy)| = 1SLn(Fy)| = 2" — . x(a" =g )

n_ n_ n__mn—1
o |PSL,(Fg)| = Lo lzziﬁ)xﬁ;:d(ﬂf;il)q :

1. 8ig =2, |[F3| = 1 et donc GLa(F2) = PGLy(Fy) = SLa(Fy) = PSLy(F2) et sont de car-
dinal 6. Comme PGLy(F,) s'injecte dans 53 de cardinal 6 également, ils sont isomorphes.

2. Sig =3, |[PGLa(F3)| = 24 = |S4|. Par le méme raisonnement, on obtient PG Ly(F3) =~ S4.
Puis PSLo(F3) étant d’indice 2 dans PGLy(F3), tout comme A4 dans Sy, on a alors
PSL2(]F3) o~ A4.

3. Sig =4, onaSLy(F4) = PGLa(F4) = PSLy(F4), tous de cardinal 60, qui s'injectent dans
S5 de cardinal 120. L'image de PGLy(F4) est un sous-groupe d'indice 2 donc distingué
dans S5, c’est donc As.

4. Si ¢g="5, on alinjection PGLo(Fs) — Ss . De plus |[PGLy(Fs)| = 120 et |Sg| = 720
donc 1'image de PGIL»(F5) est un sous-groupe d'indice 6 de Sg, c’est-i-dire Sy, ainsi
PGILy(Fs) =~ Sy. Puis, en considérant leur sous-groupe d’indice 2 respectif, on a également

PSLQ(]FE)) ~ A5.
0

Référence : Perrin, cours d’algébre






