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TABLE DE S; |

Référence - PryRE - Alpthre discrite de la transformée de Fourier p.229

— THECREME
La table de caractives de Si et -

[T T B, T

[ ] 321 (123) | (134 | (12)(39)
x ] 1 1 1 1 1
e H i -1 1 -1 1
Xs i 3 1 0 -1 -1

Xfowvvy fj 3 | -1 1 O 1 -1
xs i 21 © -1 8 2

!
P

Prenve

Classes de conjugaison
Sy possdéde 24 Sléments tepariis en 5 classes de coniugaison®. Fn effet, ily a -
— Le neutre (1) seul dans sa classe.

—_ (:) = § tramspositions (12)

4
- Zx (3) = 8 3-cycles {123}
e 3% 2= 6 d-cycles (1234)

1y (;} = 3 double transpositions® {12}{(34)

Représentation triviale
Elle est de dimension 1 car elle va dans €. On nole son caractdre yi. [ vaus 1 {out le temps, on compléie
s premigre ligne.

Représentation alicrnée
Elle est de dimension 1 cax elie va dans € et correspond au morphisme de signature =. On note son
caractére ¥.. On compléte Ia seconde ligna.

Représentation standard
{(p- 203) Regardons la représentation naturelle de Sy sur T obtemse par permuisiion des vecieurs de
bage. Le caractére associé y,, est la frace d'une mairice de permutation, ¢’esi-8-dire le nombre de 1 sur la
diagonale. Autrement dit x;, (¢} est le nombre de points fixes de o. On a done ¥, = [4.2,1,0,0]
Cette représentation laisse Hp = Vect{{1,1,1,1)} stable. On note H: le supplémentaire de Hy. On a
Hl={($1,...,$4:3€@4/$1+"'+$4=Q}_ )
Sur Hpy, la représentation par permmutations est la représentation triviale. On pose p, = |z, la représen-
tation standard. File est dimension 3 =4 — 1. 1l faut vérifier qu'elle est iréductible. Pour cela, on calcale
son carachére :

Xs = Xp— X1~ 13,1,0,-1,—1]

Le calenl nous donne
1
{Xas Xs) = ﬁ{:l P eI+ 8% 6 (1P +3x (—1)2) =1

- am

¥ est done Hen Irréductible, on compidte Ia {roisidme ilgne.

1. Donc il ¥ aura 5 ceraciéres irréduckibles
2. 2 8léments de Sy sont conjugnés ssi iis sont de méme type
3. & supports disjeints !

Laura GAY d’aprés Florian BoUuGgueT -1 31 mai 2015




Les 2 dernidres
On note ng et ng les degrés des 2 derniers caract®res restanis {on en a 3 et on sait qu’il 7 oo a 5). Mais
on sait que Zn% =24 donc n} + 1z = 24— 1* — 12 — 3% = 13 Les sculs solutions possibles sout 3 et 2.
L’avant derniére

On va regarder la représentation de morphismes donné par les représentations standard et alternée.
On pose X#omev. 1)~ On sail que le caractére va 8ire de degré 3x 1 =3.

Par propriéiés, on sail que Xeom(v,,v.) = XsX= — XsXe- On calcule (48me ligne}, ce caractire est
bien différent des autres el on peut faire le calcul pour voit que (XHew(vi 1.} XHom(v,.v,)} = Lie la
représentation est rréductible.

La dernidre .
On sait gue le degré du caractére va étre 2. On peut done compléier x5{{1}} = 2. On remplit cusuite
le resie de Ia ligne par orthogonalité des colonmes.

Vision géométrique pour xuom(v, ) (RAUCH p.47)

Une des réalisations de Sy est Isomt (). Pour cela on fait agix le groupe S sur les 4 diagonales du cube. On
V& U0ter Xcube Cebbe TEprésentation.

Llidentité ...

Yeube (1)} = r{1d) = 3

> W 623} j/” v
~ e
oA / y
fog=)
1 /’/ -
2
Une transposition s'identifie & un demi-tour (angle 5
+7) autour de la médiatrice commune i deux arétes
syméirigues par rapport an cenire du cube. en
HE, £ o
Xcube((l}) =1+ 2(}08{'21’} =—1 \
TN
.
/
Bix Ews
7y

2
Un 3cyele est identifié 3 vne rotation d’angle iug
amtour de Pune des 4 diagonales du cube.

Xeabe({123)) = 1+ 2cos (%T) =0 £ 5 4 £ \"H
\ f/ N \
7 E10)
& <
Ve PG> \\\
4 T} =>
7 {ECH=> \
_f'!

Lavra GAY d’aprés Florian BoUGUET p-2 31 mai 2015



. ocle (1547) /

Un 4-cycle s’identifie & une rotation d’angle :’:g an-

tour de Pun des trois axes quaternaires du cube {axe
passant par les cemires de deux faces opposées)

Xoube((1234)) = 1 -+ 2cos (%) =1

double tramsposition {1 £X7 3}

8

Une double trapsposition est identifiée 3 wm demi-
tour (angle &) autour de 'un des trois axes qua-
ternaires du cube (axe passant par les centres de
deux faces opposées)

Xcube({lz)(g“i)} =1+ 2005(71’) = =1 /

BH = A0
Gu obtient bien Heube =™ XHom(V, RANS £3, “l, f}, 1, ﬁl].
On caledle {Yeabe, Xcube) DO vérifier qu'elle est irréductible.

Notes :

v" A Poral, on ne peut metire pas en lemme le fait que 2 #léments sont conjugués ssi ils ont méme type
{trop long}. On fait Ies classes de conjugalsons directement sur la table. Om remplit la table an fur et 4 mesure.
v" Femps : feutre 117 = pour rallonger : table de 8 (Rauch) ou dire vision géoméirique

Laura GAY d’aprés Florian BOUGUET p.3 31 mai 20615




Chapitre 46

Théoreme de structure des groupes
abéliens finis

Références : Colmez, Elémenis d'analyse et d'algébre (et de théorie des nombres), p 250-252

On rappelle que Pexposant dun groupe G est e plus petit entier n tel que pour tout g € G, ¢" = 2. Comme
pout fous g, b € G, gh est un dément d’ordre ppemiolg}, 6{ft)} car ¢ est abélien, Vexposant est done le ppem
des ovdres des Eléments du groupe, et anssi ke plus grand des ordres des éléments dn groupe.

Si & est un groupe abélien fini, alors il exisie r € M of des entiers ¥y, ..., M, ot ¥y est exposant
de & et N3N, tels que

-
@ =~T]2z/NE.
=1

%,

Comme & est un groupe abélien fini, les classes de conjugaisons x'ont gu'un Eément. On 8 donc n = |G
représentations irréductibles de degré 1 par Bursside. N
Puis on remargue gue les caractéres irréductibles sont des morphismes. Ce sont done des éléments de G, Ie
groupe abélen des morphismes de & dans C*.

Réciproquement, tout élément de & fournit une représentation irréductible, done un caractére irréductible.
G est done le groupe des caraci@res irréductibles de G.

Ou pose Vapplication

alors ¢ est un isomorphisme de groupes.

Démonsivation. i est bien un morphisme de groupes car les ecaraciéres sonk des morphismes.
En effet,
igh)(x) = x(gh) = x{gix(h) = Ha) A (x)-

On & vu que G est Yensemble des caractéres irréductibles. T est done de mdme cardinal gueG.Ona ié i = Ii{?:}‘ IJ

en appliquant le méme ralsonnement anx dléments de é’, qui sont les caractéres irréductibles sur & car (& est
abélien.
Dot 1G] = l@! )
i
11 suffit de montrer gue i est infeciif.

Adrien LAURENT 141 ENS Rennes - Université de Rennes 1



CHAPITRE 46. THEOREME DE STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS FINIS

Soit g € G tel que i{g)(x) = 1 = i{e){x). Alors ¥x € &, x(g) = x(e) = L.
Oua décompose 1, dans la base des caractires.

gy = 3. g 20X
o

- % & 3 T

xeiz  heG

— é > xle)x

xeG
1
“g L X
yeld

On a donc en évaluant en e -

Iipfe) = é Zx(e) =1.

b=t

D’olt g = e ek 7 est bien injective. I

;
&
H ~
I & et ¢ ont mé8me exposani.
A,

Yo cnnaen

Démonstration. Sott N Pexposant de G, ona Vy & @7 Yg € G,
Xy =x(0) = x(g") = x(D =1.

L'exposant de & est inféricur ou égala N. R
On peut appliquer le méme raisonnement & G pour obtenir que N est inférienr ou égal & exposant de 7 (car

G et G ont méme exposant par le lemme précédent).
Cela donne le résultat. O

Passons 4 la preuve du théoréme.

Démonstrotion. Démontrons le théordme par récarrence sur n = |G|,
Pour n = 1, le vésulbat est évident.
On suppose 1 > 1, notons Ny Pexposant de G.

» Par le lemme précédent, i existe un Slément y1 € G d’ordre &;. On a donc Yge G, x:{g)" = 1.
Donc x1{G) est un sous-groupe des racines Vy-idmes de Vunilé et on a &galité car v; est Lordre exaclement
Ny

%

Soit x; € & tel que x1{z:1) = exp (%) et soit p Vordre de 4.
iV

25p7

On salt que p divise Ny, Puis yuizf)=1=exp ( ?,'57

iV

)3 donc Ny divise p el finalement 7; est Lordre N5

» On pose H; = (z1). Montrons que G ~ Hy x Ker(y,}. Comme H, ~ Z/N;Z et [Ker{x3)} < n, on aura le

résultat en appliguant Phypothdse de récurrence.
r .
En effef, si on décomposs Ker(y;) en HZ/N,—Z avee Np1|IV;, alors conmome les dlémends de 7 sont dordre
im2
divisant N3, en aura G =~ HZJWZZ avec V1| N;.
=1

%1 induit un merphisme surjectif o de 4; sur Upy, , puis par égalité des cardinaux, o est un isomorphisme.

Soit z £ &, alozs
—is 1y =1
= pal) (e al=)) =

Par définition de o, oy {z)) & Hy.

Puis
xa (7 0e@) o) = x (67 0a@) ) @) = ba@) a1
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CHAPITRE 46. THEOREME DE STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS FINIS

done (& (xa (r}})_l x € Ker(x:)-

On a donce bien G = H; Ker{yy).

On a aussl H; n Ker(x:} = {e} car x1 est injectif sur H.

1 vient done que G ~ H; x Ker{x), ce qui termine la preuve. O

Remarques : # On peut déduire de ce résultat le théoréme de structure des groupes abéliens de {ype fini.
On applique le théoréme précédent au sous-groupe de tovsion T, puis on peut prouver gu’on pent écrire G =~ T [
avec L sans torsion. On montre en se donnant une base que L est isomorphe & Z%. Cela donne le résuitat.

* Ce résultat peut &tre généralisé en le théoréme de structare des modules de type fini sur les anneanx princi-

pavis.

Adapié du troveil de Alezandre Bailleul.
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