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Table de caractère de 6+

Antoine Loutzal' etZoïs MotuPR

19 novembre 2014

Référence : G. PBvnÉ, L'algèbre discrète de la tmnsformée de Fourier. Ellipses. p.228-230.

Propriétés. La table de caractère de 6t est :
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Démonstration. Oncommence pa,r déterminer les classes de conjugaison de 6a. On sait que les classes

de conjugaison sont entièrement déterminées par le nombre et la longueur des cycles dans ]a décom-

position en cycles à supports disjoint. On obtient :

- La cla,sse de l'identité. Elle possède un élément'

- La classe des transpositions' Elle possèdt (:) : 6 éléments'
\'2t

- La cla,sse des 3-cycles' Elle possè O" !:Y: 8 éléments'

- La cla,sse des 4-cycles. Elle possè o" 
'#!: 

6 éléments'

r /a\
- La classe cles double transpositions. EIle possède ;\;): 3 éléments.

On sait qu,il y a, Ie rnême nombre de caractères irréductibles que de cla,sses de conjugaison' Donc on

doit trouver 5 carctères irréductibles.

On connait déjà, la représentation triviale de degré 1 et de cara,ctère x1 et la représenta,tion alterné de

degré I et de caractère X, : e :

Id transposition 3-cycle 4cycle doublg llgllPg§l!,on

11
1 -1

11
1 -1

on considère la représenta,tion de permutation de 6a défrnie pa,r :

p. Ét --+ GL4@)
o+M,

où Mo est la, ma,trice de permutation de o. Celte représentation ri'est pas irréductible car la droite

Vr : C(1,1,1, 1) et l'hyperpla,n V, : {(,,, U,z,t) € C4 | fr + A + z +t : 0} sont 6a-invaria'nts et



supplémentaires. Or la sous-représentation h est la représentation triviale. D'où le caractère de la

représentation de permutatioî Xp: Xt I Xs et yr(o) est le nombre de points fixes de o, ce qui nous

donne Xr. On a :

(x,,x,) =*,(rn- t)'+ 6x(2-r)2+8 x (1 -t)'+6 x (0- t)'+3 x (0- 
'f)

_9+6+6+3
24

-1

donc X, est un caractère irréductible et :

Il nous reste à trouver 2 caractères irréductibles. La formule Dwer".(sn) dim(I412 : l6al nous donne

que si p et q sont les dimensions des 2 représentations irréductibles manquantes, on ù p2 + Ç2 : 73.

Ce qui donne une seule possibilité : une de degré 2 et l'autre de degré 3.

On considère la représenta,tion W : L(Vr,%) où (e,V") est la représentation alternee. Elle est de

degré 3 et son caractère est Xry :TsX, et on vérifie rapidement que \Xw,Xw): 1, C'est donc un

caractère irréductible :

le A-cycle double transPosition

On déduit le dernier carartère irréductible Xw, de degré 2 à l'aide de la formule suivante pour tout

o *ld on a !ry.1,,(ea) dim(ÿV)xwb) :0 ,

Id transposition 3-cycle 4cycle double transposition

xw

tr



Un groupe abélien et son dua,l ont même ordre

Antoine Loup^zr, et Zois MotuPR

19 novembre 2014

Référence : G. PnvnÉ, L'algèbre discrète de la transformée de Fourier. Eilipses. p.4-7.

Propriété. Soi,t G un grouTte abéli,en fr"ni. Alors on alGl: lêl'

Pour démontrer cela, on besion de trois résultats intermédiaires :

- Dans le cas des groupes cyclique flni, la propeiété est vraie (on pourra alors ici expliciter l'ensem-

ble des caractères du grouPe).

- Si on a, un cârâ,ctère d'un sous-groupe on peut le prolonguer en un caractère du groupe.

- Lemme technique.

propriété (Cas du groupe cyclique). Soi,t G un groupe cycli.que de card,i,nal fini,. Alors on a lGl: lel.

Démonstraüzorz. Soit C : \g) de cardinal n, soit X € e . Pour déterminer X, il nous faut calculel X@k)

xbk) : xb)k

En fait X est entièrement déterminé par la va'leur de X(g), or

xb)" : Xb"): X(1) : 1

rtonc 1(g) est nécessa,irement une ra,cine ru-ième de l'uriité d'oùr lêl < n. Réciproquemellt,

{0,...,n}, les app}ications 4* : G -+ C. définies pour tout k € {0,' " 1n- 1} pa'r Xibk): e

des caractères de G. Donc lGl: n: lGl

propriété (Prolongement de caractères). Soi,t G un grouPe abélien fini, et H un, sous-groupe de G.

Toui caractère X de H 'peut être prolortgué e.n un caractère de G'

Dém,onstration. On effectue une récurrence sur lG : Hl'
Pour [G : H]:1, on a' G: H donc la' propriété est vra'ie'

Or ruppos" que [G I H] > 1, il existe donc r € G tel que u f H. Soit K -- \*,Il) Ie groupe engendré

par fr et H. Soit m, le plus petit entier non nul tel que rm €. H, il existe càr trn:1 € 11 où n et le

cardinalde G. Comme G est abélien, toutéléments deK s'écrit sous laforme z:yfrk àvecA e H et

k e {0,... )rn- i}. De plus, cette écriture est unique. En effet, si yak : ytvk' avec 0 < i( < kt .-m-7
alors zk-k' : y'a-t e H or k - kt < rn donc k : l*t eL a - a''
Pour la suite, on procède par analyse sythèse :

Analyse : supposon qu'il existe I un prolongement de 1. Posons ( : [(r). Il nous faut (" : ÿ.(r") -
1 , d,où ( est une racinà n-ième de l'unité et (^ : ÿ(r*) : X(n^) .On a alors si z € K s'écrit z : yfrk

avec y e H eL k e {0, ...,m, - 1} :

ÿ.(z):ÿ"@rk):x@)(h

syntèse:Ilexiste pe {0, .,lgl -1}tel quey(r^):"ffi d'où1(r*) :!!#4 orrnl[G:H] car

m. est l,ordre de r dans G /H . On peut choisir ( une racine n-ième de l'unité telle que X@*) - <m.

pour J €
2j1ki

n SOIII
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Définissons, Poü z eK décomposé soxs lâforme z:Afrk,le prolongement lpar ÿ"(z): X(y)(k'On
doit montrerque ! est un élément de'K. L'unicité de la, décomposition montre 9"9 l est bien défrnie.

pour prouver ie fait que c'est bien un morphisme, on prend z: yfrk et, zt : y'rh' de'ox éléments de

K, et on distingue derx cas :

- Si0 <k+kt 4m-1,ona

ÿ(zz') : ÿ"(av'rk+k') : x(vv')çk*k' - x@)Çkx@)çx' :112)iQ')

-SirnSk+lct12m-1,ona

ÿ(z z, ) : ÿ(y yt r* rk+ k' - m1 : x@) xfu)y@m) çk+ 
k' -m : ÿ( z) ÿ(zt )

On a I/ sous-groupe de K et K sous-gtoupe de G donc lG : Hl: IG : KllK : Hl el lK : H] > 1' On

a donc lG : K) < [G ' 
11]. On peut a,lors avec l'hypothèse de récurrence, prolonger ÿ. à G. tr

Lemme. Soit H un sous-groupe d,e G un groupe abéli,en fini,. On note p, ê -+ fr Ie morphisme d,e

restriction et j : G lH -+ G le morphisme d'ertensi'on, défini par :

j : qÈ -+ I aaec ÿ(r) 7 y(rH)-xr-+x

On a la suite eracte :

{1} -+ qH ,\ ê 3, fr -+ {1}

Ce qui, d,onne l1t : lfrtltÈt.
Démonstrati,on. j est injective par défrnition, p est surjective d'après la propriété de prolongement des

caractères.

Si on considère 1 € ker(p), alors I/ c ker(x), et donc par la propriété universelle du quotient, il existe

ÿ" € qÈ tel que ÿ(r) : X@H), c'est à, dire j(ÿ): X, donc ker(p) c Im(i)' Réciproquement, un

éiément de Im(j) est trivial sur H. Donc on a' bien ker(p) : ImU)'

On définit :

p est bien défini par exa,ctitude de la suite, elle est surjective car p est surjective et est injective car

ker(p) = j(GlH),donc elle est bijective et on a lê1 : tfrttdtÈl tr

On peut mainetant démontrer la, propriété énoncé'

Démonstrati,on. On raisonne par récurrence sur n: lGl'
Pour n.: 1, le résultat est trivial car G: {1}, où 1 est le caractère triviale'

On suppose n ) 2, il existe un groupe cyclique non triviale H c G. Si H = G, le résultat est vrai

a,aprOs'ta prop.iété sur le ca,s cyclique."Sllôn ul."jlryogèse de récurrence, on a lËll : 1Êl et

lGlHl:16Èl,et le temme nous dit que lêl :tfrtl6tÈ1. Donc on a lôl :lHllclHl : lcl. tr

Commentaire : Attention pour la démonstration du prolongement des ca,rctères faite dans G.PnvnÉ,

il dit que (* : X(n*) : X(1) : 1 ce qui est faux'


