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Table de caractere de G4

Antoine LOUAZEL et Zois MOITIER

19 novembre 2014

Référence : G. PEYRE, L’algébre discrete de la transformée de Fourier. Ellipses. p.228-230.

Propriétés. La table de caractére de Gy est :

1 6 8 6 3
Id transposition 3-cycle 4-cycle double transposition
Y E 1 1 1 1
e |1 ~1 1 -1 1
Xs 3 1 0 -1 -1
xw | 3 -1 0 1 -1
Xwt 2 0 -1 0 2

Démonstration. On commence par déterminer les classes de conjugaison de G4. On sait que les classes
de conjugaison sont entiérement déterminées par le nombre et la longueur des cycles dans la décom-
position en cycles & supports disjoint. On obtient :

— La classe de l'identité. Elle posséde un élément.

|

4
La classe des transpositions. Elle posséde 3 = 6 éléments.

4x3x%x2

La classe des 3-cycles. Elle possede ———— = 8 éléments.

4x3x2x1

La classe des 4-cycles. Elle possede ———— =6 éléments.

1(4
— La classe des double transpositions. Elle posséde 3 ( 2) = 3 éléments.

On sait quil y a le méme nombre de caractéres irréductibles que de classes de conjugaison. Donc on
doit trouver 5 carctéres irréductibles.

On connait déja la représentation triviale de degré 1 et de caracteére i et la représentation alterné de
degré 1 et de caractere xe =€ :

|Id transposition 3-cycle 4-cycle double transposition

1 1 1 1 1
1 -1 1 —1 1

On considére la représentation de permutation de G4 définie par :

G4 — GL4(C)

P & — M,

oll M, est la matrice de permutation de o. Cette représentation n’est pas irréductible car la droite
Vi = C(1,1,1,1) et 'hyperplan V, = {(z,y,2,1) € Clz+y+ z+1t = 0} sont Gy-invariants et

1



supplémentaires. Or la sous-représentation V7 est la représentation triviale. D’ou le caractere de la
représentation de permutation x, = X1+ Xs €t Xp(c) est le nombre de points fixes de o, ce qui nous
donne xs. On a :

W&m>:i(M—1V+6x@-1f+8xﬂ—lf+6xm—1f+3xm—1f>

_9+6+6+3
- 24
=1

done x; est un caractére irréductible et :

|Id transposition 3-cycle 4-cycle double transposition
Xs | 3 1 0 -1 -1

Il nous reste & trouver 2 caractéres irréductibles. La formule >y enr(s,) dim(W)? = |G4| nous donne
que si p et g sont les dimensions des 2 représentations irréductibles manquantes, on a p? 4 ¢% = 13.
Ce qui donne une seule possibilité : une de degré 2 et 'autre de degré 3.

On considére la représentation W = L(V;,V.) ou (e, V) est la représentation alternée. Elle est de
degré 3 et son caractére est xw = XsXe €t on vérifie rapidement que (xw,xw) = 1. C’est donc un
caractere irréductible :

|Id transposition 3-cycle 4-cycle double transposition
xw | 3 =] 0 i =]

On déduit le dernier caractére irréductible xw de degré 2 & l'aide de la formule suivante pour tout
o #1d on a Xyyeir(e,) dim(W)xw(g) =0

|Id transposition 3-cycle 4-cycle double transposition




Un groupe abélien et son dual ont méme ordre

Antoine LOUAZEL et Zois MOITIER

19 novembre 2014

Référence : G. PEYRE, L’algébre discréte de la transformée de Fourier. Ellipses. p.4-7.
Propriété. Soit G un groupe abélien fini. Alors on a |G| = |G

Pour démontrer cela on besion de trois résultats intermédiaires :
— Dans le cas des groupes cyclique fini, la propei€té est vraie (on pourra alors ici expliciter I’ensem-
ble des caractéres du groupe).
_ Si on a un caractére d'un sous-groupe on peut le prolonguer en un caractére du groupe.
- Lemme technique.

Propriété (Cas du groupe cyclique). Soit G un groupe cyclique de cardinal fini. Alors on a |G| = |G

Démonstration. Soit G = (g) de cardinal n, soit x € G. Pour déterminer Y, il nous faut calculer X(gk)
pour k€ {0,...,n—1}:
x(g*) = x(9)

En fait x est entiérement déterminé par la valeur de x(g), or

donc x(g) est nécessairement une racine n-ieme de I'unité d’ou |G‘| < n. Réciproquement, pour j €
{0,...,n}, les applications x; : G — C” définies pour tout k €{0,...,n— 1} par x;(¢g*) = e™5 sont
des caractéres de G. Donc |G| =n = |G| O

Propriété (Prolongement de caractéres). Soit G un groupe abélien fini et H un sous-groupe de G.
Tout caractére x de H peut étre prolongué en un caractére de G.

Démonstration. On effectue une récurrence sur [G : H].
Pour [G : H] =1, ona G = H donc la propriété est vraie.
On suppose que [G : H] > 1, il existe donc z € G tel que = ¢ H. Soit K = (z, H) le groupe engendré
par z et H. Soit m le plus petit entier non nul tel que z™ € H, il existe car 2™ =1 € H oun et le
cardinal de G. Comme G est abélien, tout éléments de K s’écrit sous la forme z = yazk avec y € H et
k € {0,...,m—1}. De plus, cette écriture est unique. En effet, si yzF = y/zF avec 0 < k < k' <m—1
alors 2% = y'y"le Hor k—k' <m donc k =k et y=y'.
Pour la suite, on procéde par analyse sythése :
Analyse : Supposon qu’il existe ¥ un prolongement de x. Posons ¢ = X(z). Il nous faut (" = X(a™) =
1, d’ot ¢ est une racine n-iéme de 'unité et (™ = X(x™) = x(z™). On a alors si z € K s’écrit 2z = yzk
avecy € H et k €{0,....m—1}:

(2) = X(yzk) = x(v)¢*

2inp|G:H]

2im)
Synteése : Il existe p € {0, ..., |H| -1} tel que x(z™) = e dion x(@™)=e" n  orm||G: H]car
m est I'ordre de x dans G/H. On peut choisir ( une racine n-iéme de 'unité telle que x(z™) = (™.

1



Définissons, pour z € K décomposé sous la forme z = yzk, le prolongement X par X(z) = x(y )¢k, On
doit montrer que ¥ est un élément de K. L’unicité de la decomposmon montre que ¥ est bien définie.
Pour prouver le fait que c’est bien un morphisme, on prend z = yzk et 2/ =y ‘2K deux éléments de
K, et on distingue deux cas :

-Sio<k+k'<m-1,ona

Z(27) = R(yy's" ) = x(wy ) = x)Fx W) = X)X ()
- Sim<k+k'<2m-1,ona
$(22') = Rlyy'a™ 2 ™) = x(@)x(¥)x @™ ™ = ()X ()

On a H sous-groupe de K et K sous-groupe de G donc [G : H] =[G : K][K : Hlet [K:H]>1 On
a donc [G : K] < [G : H]. On peut alors avec ’hypothése de récurrence, prolonger X a G. O

Lemme. Soit H un_sous-groupe de G un groupe abélien fini. On note p : G— Hle morphisme de
restriction et j : G/ H-Gle morphisme d’extension, défini par :

avec X(x) = x(zH)

On a loa suite exacte :

Ce qui donne |G| = |H||G/H[

Démonstration. j est injective par définition, p est surjective d’apres la propriété de prolongement des
caracteres.
Si on considére x € ker(p), alors H C ker(x), et donc par la propriété universelle du quotient, il existe
X € Cﬂ?f tel que ¥(z) = x(zH), c'est & dire j(X) = x, donc ker(p) C Im(j). Réciproquement, un
élément de Im(j) est trivial sur H. Donc on a bien ker(p) = Im(j).
On définit : . R

_ G/j(G/H) — H

xJ(G/H) +— p(X)

p est bien deﬁm par exactitude de la suite, elle est surjective car p est surjective et est injective car
ker(p) = ](G/H) donc elle est bijective et on a |G| = |H||G/H| 0O

On peut mainetant démontrer la propriété énonceé.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n = |G|.

Pour n = 1, le résultat est trivial car G = {1}, ol1 1 est le caractére triviale.

On suppose n > 2, il existe un groupe cyclique non triviale H C G. Si H = G, le résultat est vrai
d’apres la proprlete sur le cas cyclique. Sinon avec lhypothese de récurrence, on a |H| = | H | et

|G/H| = |G/H|, et le lemme nous dit que |G| = |H||G/H] Donc on a |G| = |H||G/H| = |G]. O

Commentaire : Attention pour la démonstration du prolongement des carcteres faite dans G.PEYRE,
il dit que ¢™ = x(z™) = x(1) = 1 ce qui est faux.
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