%g&iﬁf—t&%&}a&d a%ém&g&ﬁ &;L&ﬂ. 3&01.1.?( %QAJ: m Uaa 5;' eI\ Em?i@g‘ _‘ ‘

;r :.wJ q,.{a?.

SRR L g.ifu?.c.hl.,;.

Lu)
p ot

. rhsms ce. c‘w S“A\'“ G Ae’Mﬁ_ch,. um_S\hmke.“Sm“ ﬁd \LM.M\'&& oy Euw QQ*"-U' dt.

D(! 150 [Ki: 6 Q'emamnble Je,& ﬁmdm‘) de & e!cms» ﬂ( L lﬁ@u é.)u

Le;,

fG

La

Sivrention ﬁme,

E T: R‘E Wm"‘fc&\féw& )
RPN Dg_gm\’wns Eldmokaistes .

ﬁm\mw%, poan ‘P 11) &E{Llﬂ
e (PO NT yR): T LP“?«’W)%

([Kt.(f_! +a.') efy wo, W~ A&L’W— mi,ﬂ:}(v]
Ex? : €LE AL %Lﬁ/{?xn 4y ;€5 a&w_xﬁfgg] ® BT
i}e_i) 3l ﬂewﬁ%% o de & de\* G &nmui\_mx, \%"msm\"m 4 EKEM-ML de}

HA’!
L TR

’@}e« !{{Mm\h}:ﬁa

Mgﬂ 1 d\’w L] m.du\.h;\"&% Aommm mui\ewuw de Stouge if! é-—-}!y!m(tr;
Rw!(p ﬂen\“mwh eqin '-'e&m\"&z 2. &hmuum ad’m & (v&w\\ﬂdh %m‘ ,

ﬁgtb Wi ) e \J'mf Yie K ga(u"h\.u} = ﬁnxﬂ&& wigozn.
qu’ (M!ﬂ],*' ) edrion Kby~ Mﬁk\!}&t é’&«@f@au mh}‘m\‘\m ﬂ&&d&&u
ek Ve e\;_r\&um%"nhmw de b bo é;.m.m.am &WM\?&“\HMM I
vﬂ&"’ﬂMm degne r:!q, Qu, "y mhakun '

5 L

fm; &3«,&. de &., Mwmjfol“m M’ M”g
..Su}' !}'um., %w\h)‘% AQ (9’ ﬁaﬂw\‘n mw PX"A,‘%@& -L,‘Qa_ Mirw h,
" 6 el %

Qﬂ—wﬁ 55,(5,,

i Q«?hﬁ’munm\]&‘eu&a u,’,o*hilﬂﬂw vur Pierre

1* f’r%

D !tii St Vune ‘ ’suﬂ;# ion &e@ le.m»\ mwu,.:ﬁik'\m&l, i:mvuhbfmm
WELY- m:-&w&,glc Ve "
Nmamseabhm& .:,m &f‘ PTG \M.hf, \Ja:ﬁ s‘:mﬂ‘tm N

”'{“G‘suf - G“'w}

h\m H., w,i§ 4 eﬁ' umm Nwwﬂ}ﬁ%

T DB : Sotand Vb ! i seputitalibioms de o snohiton, 3T daus

2 v Mmg\»mm &L“‘L ICAREA
b.doer @g»m&:l‘;ms ggow&mﬁkuﬁ% de{ és%ﬁe'kq Qﬁw .
Bﬂ....i)‘f . &?’ii’m" LAY l-dmguw\%}:m & fs-m Ains, VG ekune &Mﬁl}"\m
AEG s, do i s, | Ve O 83, W 9&.\3’:\?"; Welogw') = Yol P

:%Ew

| Vgl Seent V0 denyan mmﬁ'n}\m%,,éa@,
{a- —3K. |

: @h no”‘@

1 et 48 Teak &ahkam@suemmdn.tmu .&m%“%m&@ﬁmi“ﬁ&{ai

B2 ke s
Exan: Saui'ism@mpgm\a\km Hns V568 €07 ok By v vanbfs

15023 Sus €2, st bo o padudnNonde O MM Comme tin 5.2 .

1 Goraitynn,

Lol . uurfudhhm do & Aoy W¥ {008 dw) aaban WWRM\@.&‘M

de ronand b Bibudionn s Vg 66, V] e gl arm--agi ..
F ey

M‘ Soranty, ! deur aeealsedibiony & . MM% oy e.&'uua?«mhﬁ‘
G m&&M‘, éﬁQﬁAMm.‘m ﬁw&g{u, *@‘W’ w'”}HS“mr 1!"&‘%3’)

e ﬂr@al) v ),
u‘em ﬁ o W) e
ATt J )

- gg_\-—m:m a %gﬁﬁ, . }
Dany mthm\’ K=¢ ot \X'm&"u,u. Mfumy&akw&m b
Q16— LAY Dlachion @mmtew -
C. S\Am\'m da GULT - MM\J” ' !

Mg ﬂn‘gmh&’soﬂ b v d - A gr

T\%m% (e & Sdain )*S@m&uk Ty desan u?mw;}““\rms S\méxul&f* ﬂa‘%‘
Qf \}fw‘bﬁ" AR mA el LY &.m.ﬁm W\“ﬁ .,M @w

M&g &@* LTI @xwa&#}“a '
"ﬂ\mw {Mﬁi& Em%'“ \!’}m Sguan = A,L mm o, &0’ Abws 11 e,x‘hfh
V" bt - gt A

o, o 0 belly fve. 0z iR

%@\“m &(\’M% din sh,, &uwu)ﬁwmmé&a

ﬁ@}’um opuiss dey M&mm&xw«ﬁh de @fi@'}

2 {q &wmm\&k I l“% @&.5'&3 pﬁ—&ﬁ ﬁnqughmﬁ a‘ﬂ“mp,m -

A&wu&&',\, T ’Ld;w;&g @' & & “@ﬁﬁdj

o PPMHM-‘?&Q)\ &kgt «&.Lmﬁ.

I’},‘g?‘% +Le %sj"e,&t. M@M o G mgﬂ&wm £t s @M%r)wﬁ‘
K e d
8 wﬁ%lgm)
Ex 5 Sl g2 Gty by €6) é.g.;fm,, o w32 Al
' KoloT = b do-goiaty fonen &0 0

cw)

el

p635




[ kb0
'aq-

' Fiop 26 1 Seimk ¢: 626l pbols & ~>6LIV) doun abpuiedibios & G

()X g K oot G o Fae

%29 3 B worselidne J’&\Mupt,&wﬁ;&qw e

@ﬁm&:w% sl . L

B30 0 Ben eanmeidagy oY o Afal .

Wé“ﬂm‘-’&m dangy b,

- m}:‘m w«iim&w

I‘ Gtk S X Yo Bk i singhen, o

o %ol Ny E 4 & way!
Ly FO

€ - Pudobiont tan 0 s dius, de £T6Y - m@&h&t- .

AS B etk apndvedation | oleis o, =
vt A pacventation ol Xp = Ko .
‘ {“)%¢.+% rmﬁ‘&- ;ad‘&mm&gﬁi &\Yeef}" ¢
R G vél’ b dnradRae. amenl &%

L) KQX{!&& cax&‘i:}éu o @ &ﬁiiﬁ;ﬁ")_ :
| Bl Unsonaddne b dbaingh 31t saputicdiky, g 8l

e carochiag doned 25,98 o '“%P"’“ :M{&N}i\h;ﬁwéz.
@;q,j@ s S@&' ?‘. b .. W, ?mg‘l*\‘m . f Q.K%"&a’&, u:m"’%kﬁ.&ﬁ\ %\“ %
Vs e bxé glg‘i r‘g(‘}%%ﬂl)- '
¥ .
Lin 33 £ o dimrios, ch g i ks cobodes edbdgel unonden & o

D gt ik §,4, dewifonibionn einbiobs 1 (41 ety =
M ool Somton wn ik s timbols
‘ T ié% R VTN x\m&x ﬁvxmm%"m %m&ﬁwﬂm;ﬂ— de t '%img_ &ﬁ;.

emeiie o Vv

degad ] &Mm?&

"'L\%‘ét}( %«37&&5‘)

e nombne. doa W Ssonmen

w S&&' Uum n&tﬁl’%\mi& & (T,; tg%m,{ \f"*—-@w; 0&:&& w:&mff
des ‘«Mm&gﬁbﬂsimgl@&ms Lok X *etmmd?;m anouds v
Swit Xe G comacling. .se'm?&_ AMoed o V.. :
dar &V efrent xed, T ebinkdadu
ci& i?u fugm{'&m&k&& @;ﬁ%tz‘t -@V\%&.WWMQ‘ M\ﬁnﬁé; &;k;xd:;ﬁ% s&ﬂm,& Um- m
1Y P Baak -mNkaukmr ‘&JQ ::’@ ol *%f}@% edy-
T .

isd

3y
Vekd, &t

T; 3 On aboie 4 T eq, j‘fww?m%‘m \h‘}’g &.&.&9»&'&’.{“‘-3- ¢=® &)Ux,

Kirebd
Coa3 Do spalicbiublons V0 sk isammghen st ebvendemenk cells ok

Wik, ol Ll G

Lon 33 Sk Yogy & coradkine de @ aalinibion. wippfice .
e XA

Bop€ St Vi b xegain : :mngggu@cm,dim

3
!

N
‘%33 W‘Sumk@ﬁ) Ona 'gMMu,QmL Suavonle | ‘XE Xﬂ%&? \M
@Wm&amm&fm s

(111
o4

Def 30 Sorwnb (6 ), s s do eonunlie: dys o Gt
-('X\‘);‘,\i}“ & o caracknns %%m{\gu TN @-Whuk HL\J&&% mﬂ"&‘m do
6 Ca watndie é\,&tnm('){smi))ms} |
M‘I}_i Do ettt ates & &Em&n. e Lol .
Topdl s Seik U emhm;\cf;(&éu mwe‘;\re‘:m_&. bat DEXL 1y,
TR aunTewg.
) TR st daus €4
EOTRmN) = (B T e ety

Tx 4% :‘“\‘&\B{L LN mamﬁim & G'i't {A. Mrmare, AN EU'F’I“{T:
E\fc\iﬂ bo tdde b canadloning anadtduire. w'@ Apenge

&vo. Yo s oty |
g_ PLeboun & Qm %"mm des, %Wﬁ

E\}g@ ..5&%; X un @a&iﬁg,- On aovnna, Abyan, du cnailing
f}( Emstan e |

%Xﬁ{gs,& VXY = yeert

Hy qua¥erniony densd) el o ont e bl &y M'\Y by |




PAFY VR

wt)
- 47337

1018 Sobg: 6> Gl () O bivqueg e nialie

Thw 46 < Sotant X, 1Yy G conmckinn ind e il &g € Jonncd des
0 howprgnaa bt K b S - grouge &b, Wed h‘x\ﬂ\&ui,
stek sulpmont i Rexidre Te it st el que

‘ u:.‘K\ Rmx; .

W

B/ A%: alhy do soun gouqr da 0.
T Ve un youen - tetprde € 1 .

Sta \&s'&m’ﬂk
tng uwi\tu-hh‘m e b Gl LR bellly qua , aver &«m%‘#@lm@
Deliowbin ,on aik s i.ge' et i&wwém &‘g AEw &w,\“qm; Mgnlwmfm
Mtﬂmmv&mﬁhﬁm de G} avaw downde.! e{tdi21)e (5’3}
ey ) = (510 ) ety f;fi;) edvadalli sl sun R,
(q"- Anm_xg D) | ' .
?Q_FF@: Se E’J e: ('* 3 (BLW (g J ame. m’\}\:umt‘u@m \'M{J.mﬁw;,
Onsuppse. qinKe o & ol edelles
Lo Asrbins savimdon hont -r{c‘l,\f(&luu&b‘, |
LN FOPTARVIIN -
B TP evidhe v Jovent. Bibinduutes. %mik;(‘% won wisll @A

&nimMmh .
2N ed
ACIER

pRAS 1 “L '
(i Ou a: ‘mg’é |
Fam5. %,R{t Y& caradting, duie &W%@M{EE%“ tomine_
‘E‘Mé&tﬁh LY, ’539, 63', [ VYN N ) \’ 14

T Ol aledk e s el
ATy = \i R e 5 s s, ek b R
‘9“" - o o o vmlamns edellon wad ﬂieé‘.*?ab
| e Me s &

Ex. 52 ¢ Dy s Gl (67) bt aalirade mn B,

. : o Wy -,
Pty =5 ) ;Qfﬂ); (ﬁé \3'?14&-)

]
=

) g > 6inle) Vet adulbisatde sn W, :
‘ ] L @ . i %, . ) \ / - 9
MR Q (I? L) g,._i) ) Q(:S):: _(“iél)agm)"(un@/)-
(o Moo= 1585 T56T ;) el aee T2a 5% 0t =T =14
e!_g.ﬂnm«,“&lv




ﬁwmm. | %Ta)”@é ae ﬁ'{@: E b dcsadion welle de -
T - e1y ~» 6L (RN ™

-
E: ; : N )
; 7 = fIH A, N ey :'-;S UL /
O D RN e " AR i
Gg‘ i Aapu JS %% m“} A %&* ﬁ’lﬂ d {4 ]4]¢
Re | 24 |4 |2 |4 RO I
¢ . 4 |4,
Xe | |a|a ]|t s N N Y I VA
Rilq a |4 |Lu
Xﬁ’ ™ 1 o pcl fxg | 2 |- e ]v 0 y\ -

Dy = (ﬂfsl“ﬂ“ ﬁ,ﬁaw,kﬂt ey

“}(«3 :Z & ffi 2 Jz ,Jﬂ} ( e ‘
| > | Q{m..(s} . HEP ( )
€ Turllss b Sos ~grots bn 07 e
= %5\ b ‘(Wi m&teﬁﬁ'ﬂ C&L!QZ_}T '('M\XLQMC@\& (.lﬂ,, :l:hm tr) & Gz .
G;; = KXy ) 2\ /
o, =4, N ST
E Ll ngfs,ﬂ,f%%} , -%b{émf\.h

Ky = Ka¥enba Yy 54, T M“g‘é'

ﬁ”uvxqu redt (3¢ Ma“g-ﬁ’ M\
cud &Qm&, Calie oo Aoy
fuagts |
T4 627 ik i, Qwh &V\Méﬁn

&t Gy o %Mﬁmm .;" %Mﬂ'h E
Ks\wu
L¥-M) e Rﬁfﬂw Q“M"‘b‘j h uc:km\?esxgq

Wl ¢ 4




107. REPRESENTATIONS ET CARACTERES D'UN
GROUPE FINI SUR UN C-ESPACE VECTORIEL.

ALEXANDRE EIMER ET MERCEDES HAIECH
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INTRODUCTION
1. DEVELOPPEMENTS

1.1. Tables des caractéres, sous-groupes distingués et simplicité.
Ref : Peyré, algébre discréte de la tronsformée de Fourier p230
Soit ¢ un groupe fini et x un caractére irréductible de G. On note K, =

{ge G ix{g) =x(1)}

Théoréme 1.1.1. Notons (x1,---.xr) les caractéres irréductibles deut @
deur non isomorphes de G. Soit H un sous-groupe de (G. Alors H est distin-
gué st et seulement sl existe I < {1,--- ,r} tel que H = nyer K,

Lemme 1.1.2. Soit G un groupe fini et x un earactére d’une représentation
V de G. Alors Ky = {g € G | x(g9) = x{1)} est un sous-groupe distingué de
G.

Prevve du lemme. Soit (V, p) une représentation de & dont x est le caractére.
Nous allons montrer que K, = Ker(p) qui est bien un sous-groupe distingué
de G. On rappelle que p : G — GL({V) est un morphisme de groupe. Si
g € Ker(p), alors p(g) = Idy = p(1), et finalement x(g) = Tr{p(g)) =
Tr(p(1}) = x(1}. On a bien Ker{p} < K.

Réciproquement, soit g € K. On a ¢!¢ = eg par le théoréme de Lagrange
et done p(g)/¥! = p(gl®!) = Idy. Finalement endomorphisme p{g) est annulé
par le polynéme X1G — 1 qui est scindé & racines simples sur C. Done p(g)
est diagonalisable. On note Ap,--- , A, ses valeurs propres comptées avec

multiplicité. Comme g € K, alors x{g) = Tr{Idy)} = n. Or les \; sont des
1




racines |Gliéme de I'unité, ainsi

Ix{g)t =

T
< )Nl =n
=1

it y a égalité dans l'inégalité tnangulmre si et seulement si tous les A; sont
positivement liés. Comme ils sont tous de module 1 et que leur somme vaut
n alors, pour fout 7 € {1,--- ,n}, on a X; = 1. Atnsi p(g) = Idy, et done
g e Ker(p). 1

Preuve du théoréme. Une intersection de sous-groupe distingués étant distin-
guée, le lemme précédent nous assure gu’une intersection du type Nye Ky
est un sous-groupe distingué de G. '

Réciproquement, soit H un sous-groupe distingué de G. Notons (V, p) la
représentation réguliére de G/H, et w: G — G/H la projection canonique.
Alors p i= pom définit une représentation de G sur V. Comme la représenta-
tion régulidre est fidéle, alors Ker(p) = {0} et ainsi Ker(p) = H. Autrement
dit H = K, ol x est le caractére associé 3 la représentation p. Décomposons
p 4 I'aide des représentations irréductibles de G. Il exdiste alors des entiers
ag,--- 4, tels que x = X7_, 2;,X;- On a alors pour tout g € (3

Ea

x(glf < Z a; Ixi(g)] < Z aixi{l} = x(1)-

i=1
Pour la seconde inégalité on utilise que le (9] = x:(1) (voir preuve du
lemme). Alors g € K, si et seulement si ces inégalités sont des égalités,
si et seulement si, pour tout i € {i,---,r}, on a axi(g) = a:ix:(1). Ce
qui revient 4 demander que g € Kp;, & chaque fols que m; # 0. On pose
I'={ie{t,-- ,r} | m; # 0} Alors H € N Ky, O

Corollaire 1.1.3. Un groupe fini G est simple si ef seulement si pour tout
caractére irréductible non trivial x de G et, pour tout ¢ € G\{eg}, on a

x(g) # x{1}.

Démonstration. Sil existe un caractére irréductible non trivial x de @ et,
pour tout g € G\{eg}, on a x(g) # x(1), alors par le lemme K, est un
sous-groupe distingué non trivial de &.

Réciproquement si G n’est pas simple, il existe un sous-groupe distingué
I non trivial, et d'aprés le théoréme précédent H = ruer K- .- Soit g € H non
trivial alors, pour 1 € [, on a g € K,,. Cela signifie que x;(g)} = x:(1). O

1.2. Table de caractére du groupe &,. Ref : Peyré, Valgébre discrete de
la transformée de Fourier p228

La premiére chose a faire est de déterminer les classes de conjugaisons de
&4, le groupe des permutations & 4 élémensts. On utilise pour cela le lemme
suivant.

Lemme 1.2.1 (Classes de conjugaison dans &,,). Deuz éléments de &,, soni
dans la méme classe de conjugaison si et seulement leur décomposition en
2



cyele disjoint posséde le méme nombre de cycles d’une longueur donnée. En
particulier, il y autant de classe de congugaison dans G, que de partitions de
ndutypen =k +ka+---+kp avec ki = ks Zezhy =00

Démonstration. Tout d’abord notons que deux cycles de méme longueur sont
conjuguées. En effet soit ¢ = (e1,--- ,¢;) et ¢ = (c}, -+ ,¢;), alors ils sont
conjugnés par la permutation o : ¢; — ¢ et ¢ = clod oo, Réciproquement
il est clair que la conjugaison d'une permutation conjugue aussi les cycles
qui la compose et donc conserve leurs longueurs. O

Les classes de conjugaison de &, sont done :

— La classe de l'identité correspondant a la partition 4=1+14+14+1. Il v
a un seul élément dans cette classe.

— La classe des transpositions qui correspond 4 la partition 4=2+1+1. 11
y a 6 éléments dans cette classe {choix de deux éléments parmi 4 qui
restent fixe).

— La classe des 3-cycles correspondant & la partition 4=3+1. Elle com-
porte 8 éléments (4 choix de 3 éléments parmi 4 et deux cycles possibles
par choix).

— La classe des 4-cycles correspondant & la partition 4=4. Elle comporte
6 éléments.

— La classe des doubles transpositions & support disjoint correspondant
4 la partition 4=2+2. Elle comporte 3 éléments (6 choix possible de
transposition, et le choix de la deuxiéme divise par deux le nombre de
possibilités). :

On en déduit le nombre de représentations irréductibles de &4 grace au

résultat suivant :

Proposition 1.2.2. Le nombre de représentations irréductibles sur G non
isomorphes est égal au nombre de clusse de conjugaison de G.

Nous en déduisons donc que &4 admet A isomorphisme prés 5 représenta-

tions irréductibles.

On connait deux représentations irréductibles de &4.

— La représentation triviale de caractére x; = (1,1,1,1,1) (on indexe les
colonnes dans le méme ordre que celui utilisé pour décrire les classes
de conjugaisons).

— La représentation alternée qui correspond & la signature et a pour
caractére x. = (1,—1,1,—1,1).

Considérons maintenant la représentation par permutation de &, définie

par :
oo Gy — GlL{C)
o (000 )i g<d

Cette représentation n'est pas irréductible, en effet la droite D = {(1,1,1, 1))

est Gystable et admet un supplémentaire stable, 'nyperplan H = {z €

C* | z1 + 22 + 23 + x4 = 0}. La représentation pp induit sur D la représenta-

tion triviale et sur un # une certaine représentation que nous noterons ps.
3



En notant x. le caractére associé 4 la représentation p,, on a Xp = X1 + Xs-
Par ailleurs on sait que la valeur de x,(¢) correspond au nombre d’éléments
laissés fixes par o ce qui donre x, — (4,2,1,0,0), dott x5 = (3,1,0,—1, —1}.
Par ailleurs

184 Oa ey = 2, Xal0)xs(0)

— Txa ) + 63 (12))? + x,((123))2
L6xs (123405 1 3xa((12) (34))2
= 24

Ainsi (xs, Xs» = 1 et le caractére x, est irréductible.
On peut résumer noire table de caractére ainsi :

Id | (12) ] {123) | (1234) | (12)(34)
X111 1 1 1 1
xs 1 11 -1 1 -1 1
xs | 31 1 0 -1 -1

1l reste encore deux représentations 4 déterminer. Notons my et ns les
dimensions des représentations restant & déterminer. La relation |64J =
Z?ﬂ n? nous permet de déduire que n? +nZ = 13. On en déduit que néces- -
sairement 1y = 2 et ny = 3.

La premiére représentation peut s’obtenir par I'intermédiaire de la repré-
sentation des morphismes sur W = L{V}, V.) des représentations standard
et alternée. Elle est de degré 3 et son caractére est Xo(ve Vo) = XsXe =
(3,-1,0,1,~1). Un caleul montre que {xc(v, v} X)) = 1. Clest done
une représentation irréductible.

Le dernier caractére peut &tre déduit de la relation d’orthogonsalité des
colonnes, & savoir que pour tout ¢ # Id, on a Zgzi nix:(s) = 0. Finalement,
I'on en déduit que x5 = (2,0,—1,0,2).

On a done la table des caractéres compléte de &4

Id | {12) | (123) | (1234) | (12)(34)
x1 |1 1 1 1 1
xs 11 -1 1 -1 1
xXs | 2 0 -1 0 2
Xs | 3 1 0 -1 -1
xw | 3| -1 0 1 1




