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Lecon 109 : Exemples et représentations de
groupe finis de petit cardinal

Grégoire Kooyman et Solene Thépaut

Sous-groupes distingués et caractéres,
Application a Dy

Références : Heprésentations linéaires de groupes finis, Serre.
Théorie des groupes, Ulmer.

Soit G un groupe fini, p — GIL{V) une représentation de G de degré d et x
son caracteére.
On définit le noyau de x par :

ker(x) = {g | g € G, x(g} = x(e)}

(’est ’ensemble des éléments de G qui ont la m&me image par x que ¢ élément
neutre de G.

Lemme 1. Pourilout g € G, on a

¢ [x(9)] < x(e)
o x(g9) = x(e) si et seulement si g € ker(p)

Preuve du lemme 1. Soit ¢ € G Ay, A2, ..., Aq les valeurs propres de p(g). Ce
sont des racines de "unité donc elles sont toutes de module 1.
On a d'aprés 'inégalité triangulaire:

d d
X@I =1 XX 15 Yl =d=x(e)

Comme les A; sont tous de modules 1, il y a égalité dans 'inégalité précédente
si et seulement si tous les A; sont égaux.
En outre x{g) = x{e) si et seulement si tous les A; valent 1, c’est-a-dire si
plg) = Iy, 1le g € kerp. 0

" ker{x} == ker(p) donc le noyau du caractére x est un sous-groupe distingué
de (7. On peut grice 4 la proposition suivante déterminer tous les sous-groupes
distingués de G & partir de sa table de caractéres.

Proposition 1. Seit m le nombre de classes de conjugaison de G et x1, ..., Xm
les caractéres irréductibles de G. Toul sous-groupe distingué H dans G est de
la forme H = Njeyker(x;) avec J C {1, ..., m}.



Démonstration. G agit par translation & gauche sur G/H.
On note ¢ : G = G|, le morphisme définissant cette action. Soit x le car-
actére de la représentation de permutation pg : G — V associée & ¢. On a alors

ker(x) = ker(¢) = H

H est donc le noyan d’un caraciére de G. Toute représentation peut s’écrire
comme somme de représentations irréudctibles : on décompose donc V' en
représentations irréductibles V' = @fﬁl a;V;. En notant x; le caractére irréductibie
de la représentation irréductible V; on obtient :

&
X = ZaiXi
i=1

De plus
g € ker(x) si et seulement si g agit trivialement sur V
si et seulement si g agit {rivialement sur chacun des V;
si et seulement si g € ker{;} pour tout ¢ d’aprés le lemme,

Donce H = N, ker(x;), ce qui achéve cette démonstration. 0

Application 1 (Sous-groupes distingués de Dg). Il s’agit du groupe d’ordre
12 des rotations et des syméiries du plan qui conservent un hexagone régulier.
En utilisant la proposition précédente on peut déterminer tous les sous-groupes
distingués du groupe D¢ d partir de sa table de caractéres.

On cherche donc & construire la table de caractéres de Dg. Soit 7 la rotation
d’angle I et s une symétrie de Dg. Tout élément de Dy est alors de la forme
™ ou s-;v-i avec k € {0,...,5}. La relation srs = r~! permet de déterminer les
différentes classes de conjugaison de Ds : il s'agit de {id}, {r,r°}, {%,r1}, {r%},
{s,8r% sr'} et {sr, sr® ar®}.

Dy possiéde 6 classes de conjugaisons done 6 caractéres irréductibles.

On obtient d’abord 4 représentations irréductibles de degré en faisant cor-

respondre & » et s 1.
i
Posons maintenant w = e 3 et soit :

pr Dﬁ - qu (C)

et



On vérifie par le caleul que p; et p2 sont bien des représentations de Dg. De
plus les seules droites de €2 stables par p;(r) sont (1,0)C et (0,1)C qui ne sont
pas stables par p;(s). Ces deux représentations sont done irréductibles. On a
trouvé les 6 caractéres irréductibles, d’oli la table de caractéres de Dg :

Dg | {id} | {n, 7} | {r®.7*} | {#°} | {s.87%,57°} | {sr,sr°, sr°}
x| 1 1 1 I 1 1
xz | 1 1 1 T a N}
xa | 1 1 1 1 1 ]
xi | 1 g 1 a1 1 T
s | 2 i 1 ) 0 0
Yo | 2 N} q 2 0 0

Finalement on trouve tous les sous-groupes distingués de Dy :

o ker(x1) = Dg le groupe lui-ménte

ker{xs) =< r > le sous-groupe cyclique des rotations

ker(xa) = {id,r%,r4, s, s7%, sr*}

ker{xs) = {id, r?, 74, s7, sr%, s7°}

ker(xs) = {id}

ker(xs) = {id, r}




Table de caractéres de &4

Référence : 1algebre discréte de la transformée de Fourier, Peyré

Prouvons le résultat suivant :

Proposition. La table de caraciéres de Gy est :

W (12) | (29) | (1230 [ (12(34)
X1 1 1 1 1 1
Xe i] -1 1 -1 1
Xwr 2 -1 0 2
Xs 3 1 0 -1 -1
w 18] -1 0 1 -1

Démonstration. Déterminons d’abord les classes de conjugaison de G,.

Deux permutations sont conjuguées si et seulement si elles se décomposent
en le méme nombre de cycles de méme longueur & supports disjoints.

On obtient donc cing classes de conjugaison :

¢ La classe de 'identité

e Les transpositions {6 éléments)

¢ Les 3-cycles (8 éléments)

s Les d-cycles (6 éléments)

e Les doubles transpositions (3 éléments)

I y a autant de caractéres irréductibles que de classes de conjugaison. On en

cherche donc 5. Ta représentation triviale et la représentation alternée ¢ de Gy

sont de degré 1 donc irréductibles, on note x; et x. leur caractére.
Considérons maintenant la représentation par permutation de Gy :

pp ¢ 64 o GLy(C)
o 7 (Fiaii<igce

pp n'est pas irréductible car la droite D = (1,1, 1, )T et 'hyperplan
H={zeC Z?ﬂ x; = 0} sont stables par 4. Ces deux espaces sont supplémentaires,
la sous-représentation de pp sur D est la représentation triviale et si on note x,
le caractére de la sous-représentation de pp sur Hon a :

XP=Xs+t X1
Or xp(o) = Te((8io(p)i<ijcs) = #{i € {1,2,3,4}o(¢) = ¢} donc on

connait les valeurs de x,.
On peut ainsi caleuler (xs,xs)

{Xss Xs) = -21—4(1>< (4—1P+6x(2-12+8x(1-1)2+6x(-1)* +3x (-1)%)

1
(xs,xs):ﬂ(9+6+6+3)=1



Ce qui prouve que Y, est un caractére irréductible. Il reste donc deux représentations
irréductibles & trouver, On note ny et ns leur degré. On a la formule suivant
reliant les degrés des représentations irréductibles au cardinal de &4 :

12412432 40 40l = 464

Dol :

n2+nd =13
Puis ny = 2 et ns = 3. Soit W = L(H,V.}. W est une représentation de degré
3 et de caractére xw = Xs¥e. On connait les valeurs de xw et on peut calculer
{xw,xw) : on trouve {xw, xw) = 1 donc xw est un caractére irréductible. En
notant xjy, le dernier caractére irréductible on a la table de caractéres de Gy
jusqu’s présent :

id § {12) | {123) | (1234) | (12}(34)
X1 1 1 1 1 1
xe | 1] -1 1 -1 1
xwe | 21 7 ? ? ?
Xs 3 1 0 -1 -1
xw { 3] -1 0 1 —1

On obtient les valeurs de xjy par la relation reliant les valeurs des caractéres
irréductibles :

Vo #id € G4, x1(0)} + xe(0) + 2xw (@) + 3xs(0) + Bxw (o) = 0

. D't la table de caractéres de &, :

id | (12) | (123) | (1234) | (12}(34)
X1 1 1 i 1 1
Xe 11 -1 1 -1 1
Xxwe | 2 -1 0 2
Xs 3 1 0 -1 -1
xw | 3] —1 0 1 -1







