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Intersections de noyaux de caractéres

Thibaut Tardieu, Corentin Caillaud
19/01 /2016

Référence : Ulmer Notations : G désignera un groupe fini, d’élément neutre e. Les représentations
considérées seront toujours sur des C-espaces vectoriels de dimension finie. La lettre x sera réservée

aux caractéres de G.

Définition 1. Soit p: @ — GL(V) une représentation de G, de caractére associé x. On note :

kerx == {g € G/x(g) = x(e}}

L'ensemble ker x est appelé le noyau du caractére x.
On souhaite démontrer le résultat suivant :

Proposition 1. Soit G' un groupe fini, H un sous-groupe distingué de G. Soient (xi)ier 'ensemble des
caractéres irréductibles de G. Alors il existe J C I tel que :

H= ﬂ ker Xi
ieJ

Pour cela, on procédera en trois étapes :

1. On montrera qué ker x = ker p.

9. On montrera que H est le noyau d’une certaine représentation de G.

3. On montrera que le noyan d’'une représentation p est 'intersection des noyaux des représentations

irréductibles qui composent p.
Ainsi, e résultat voulu sera démontré.

Lemme 2. Soit p: G — GL(V) une représentation de G, de caractére associé x. On a elors :
ker p = kery

(d’ot la notation ker x)

Démonstration. Procédons par double inclusion. Notons d le degré de la représentation p (d=dim V).
Soit g € ker p. On a p(g) = Iy, donc x(g) = Tr{p(g)) = d = x(e). On a donc :

ker p C kerx

Réciproquement, soit g € ker p. Comme G est fini, dn € N, ¢" = ¢, et donc p(g)" = Iz. On en déduit
que si ) est valeur propre de p{g), on a A" = 1. En particulier, |A| = 1. Si on note Ay, ..., Ag 'ensemble

des valeurs propres de p(g), on a:

d d d
d=x(e) =x{g) =D X= |Z)\i| <> Il =d
=1 =1

i=1



D’ou J g
D= Il
i=1 i=1

et en passant & la partie réelle :
d

d
SR =DM

i1 i=1
Or, ¥i € [1,d], on a : R(A\;) < {Ai], d’on Dégalité (raisonner par Pabsurde} R(A;) = [N = 1, et
finalement X; = 1, ¥i € [1,d].
On & ainsi montré que p(g) = Iy, donc g € ker p, d’oll
kery C kerp

Finalement, on a bien 'égalité souhaitée. |

Lemme 3. Soit H un sous-groupe distingué de G. Alors il existe une représentation p de G telle que
H = kerp.

Démonstration. On considére Iaction naturelle de G sur G/H : G x G/H — G/H, (g,k) > gk, et la
représentation par permutation associée : p : G = GL(V), plg)(ex) = egr ou V = vect((ep)zec / -
Solt d le degré de p.

Soit g € G.

gekerp < plg) =1y <= VheG/H,eg=ex <> Ve G/Hk=ygk & =8 <= gc H

On a donc H = kerp l

Lemme 4. Soit (p, V) une représeniation de G. Sotent (p1, W1), ..., (pr, Wr) des représentations irré-
ductibles de G lelles que V=W1 & .. OW, et p=p1 D ... & p,. Alors:

kerp = ﬂ ker p;
i€ft,r]

Démonstration. Soit g € G.

g€ kerp <= plg) =1dy <= Vi€ |[L,7],pilg) =Idw, < Vie[L,r],gekerp; <= g¢ ﬂ ker p;

iel,r]

On & donc Pégalité souhaité. O

Conclusion :
H=kerp= n ker p; = ﬂ ker x;
icfi,r] icfi,r}

oll x; est la représentation irréductible associée & p;.
Application : recherche des sous-groupes distingués de (Jg, le groupe des quaternions. Le groupe des
guaternions peut étre vu comme le sous-groupe de Mz(C) formé des matrices

: i 0 . 0 1 0 i
:l:lzi]g,izm:i:(o Wz.),ij—:t(_l 0),ikmi(i 0)

La table de caractére de (Jg est :

P




el 1 1 2 2 2

1a | 3d | isi | e | kek
1 1 1 1 1 1
x2 | 1 1 -1 -1
xa | 1 -1 1 -1
x4 | 1 1 1-1]-1 1
xp | 2] -2 0 0 0

Les sous-groupes distingués de (Jg sont :
~ {1} =kerxs

— {1, =1} = ker xz Nker x3 Nker x4
- {1,-1,4,—} = kerx

- {1, -1k, —k} = ker x3

- {13 1,7, _.7} = ker x4

— g =kerl
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Table de caractéres de &4

Thibaut Tardieu, Corentin Caillaud
19/01/2016

Référence : inspiré de Rauch, Les groupes finis et leurs représentations, partie 4.4

Nous alions déterminer la table de caractére de Gy,

Tout d’abord, on sait qu’il ¥ a cinq classes de conjugaison dans G4, qui correspondent aux types de
la permutation. Ainsi, il y a la classe uniquement composée de l'identité, la classe comprenant les 6
transpositions, celle comprenant les 8 3-cycles, celles comprenant les 6 4-cycles et enfin celle comprenant
les 3 doubles transpositions. Il y a donc b caractéres irréductibles.

Caractéres irréductibles de degré 1 :

On sait que les caractéres de degré 1 de G4 sont en bijection avec ceux de G4/D(G4) (voir plan). Or,
D(64) = Uy, donc B4/D(S4) o Z/2Z, qui a deux caractéres de degré 1. On en déduit que G4 ne
posséde que 2 caractéres de degré 1, qui sont la représentation triviale 1 et la signature &.

En notant dy le degré d'une représentation x , on a la formule >, di = |Gy| = 24. En retirant
x irréductible
les 2 représentations de degré 1, on a : dz di = 22, sachant qu’il reste 3 représentations irréductibles
1

& trouver. On en déduit qu'il reste une éil'ésentation irréductible de degré 2, et deux représentations
irréductibles de degré 3. {Remarque : si on exhibe toutes les représentations connues & I’avance, on
peut sauter cette étape).

On connaft maintenant la taille de la table de caractéres de Gy, ainsi que ses deux premiéres lignes :

Gg |1 6 8 6 3

Id | (12) | (123) | (1234) | (12)(34)
1 1 1 1 1 1
& 1 -1 1 -1 1
X2
X3
X3

Caractére irréductible de degré 2 :

On cherche la représentation irréductible de degré 2. Notons Vg le groupe engendré par les doubles
transpositions de G4. Vy est distingué dans Gy, et comme D(Gy) = /Ay & V4, le quotient Gy/Vy est
isomorphe & &3, seul groupe d’ordre 6 non commutatif. L’image par la projection &4 — &4/Vy ~ G3
d'une transposition est une transposition (car d’ordre 2 dans &3), 'image d’un 3-cycle est un 3-cycle
(car d’ordre 3 dans &3), l'image d’un 4-cycle est une transposition (car d’ordre 2 dans &3), et enfin
Pimage d’une double transposition est 'identité de &3 (car V4 est le noyau de la projection).

La représentation standard pz de &3, de degré 2, induit une représentation py de G4. Précisément, si
7 désigne la classe de ¢ € &4 modulo V4, on a une représentation pg : &4 — GL(C?) définie par :
Yo € &y, pa{o) = p2(7). Notons 2 le caractére associé & la représentation py de &y et Xz le caractére
associé & la représentation standard 73 de S3. On a : Vo € Gy, x2(0) = X2(7).

Cependant, on connalt ¥z. En effet, le caractére & associé & la représentation de permutation de &3 se
décompose en § = 1 -+ ¥z (voir plan}. En outre, Yo € &3, 8{¢) = nombre de points fixes de ¢. On en

déduit les valeurs de 33 :




G3 | 1 3 2
Id § (12) | (123)
¥z | 2 0 -1
On peut caleuler Jes valeurs de x2, et vérifier que {x2, x2) = 1, donc que x2 est irréductible. On trouve

alors la troisiéme ligne de la table de G4 :

Gy | 1 ] 8 6 3
Id | (12) | (123) | (1234) | (12)(34)

1 1 1 1 1. 1

€ 1 -1 1 -1 i

X2 2 0 -1 0

X3

Xa

Premier caractére irréductible de degré 3 :

On va donner une interprétation géométrique de la représentation associée. On peut voir &4 comme
le groupe G des isométries de espace affine qui préservent un tétraédre régulier. En effet, une telle
isométrie agit sur les 4 sommets du tétraédre en les permutant, donc G s'identifie 4 un sous-groupe
de &4. Si on note A, B,C, D les 4 sommets du tétraédre, alors la réflexion orthogonale par rapport au
plan passant par C, D et le milieu de [4, B] échange A et B ot préserve C et D. On en déduit que
toute permutation de G4 sidentifie & un élément de . Comme les permutations engendrent G4, on a

G~ By

On note O le centre du téiraddre, et on considére le repére (O, Dj, b—B'), (76) Comme O est I'isobary-
centre de A, B,C et D, O est stable par tout élément de G. G g’identifie & un sous-groupe de O3(R)
et donc un élément de G peut, se voir comme la matrice de I'isométrie vectorielle associée dans la base
675,(?3’,58. Notons que (_ﬁj = ——(ﬁ - O@ — 58‘

L'élément s de G qui permute A et B vérifie 3(62) = 5?,3(0?) = b—ﬁ,s(o_d) = 5&, sa matrice est

donc !

0

-]
Il
[y

10
00
01

<o

On a alors, pour toute transposition ¢ € &y, xa(o) = Tr(s) =1,
L'élément r de G qui envoie A sur B, B sur C' et C sur A vérifie r(a—fi) = (ﬁ, T(O—B)) = O?, 7‘(58') =

5:&, sa matrice est donc :

001

1 0 @

010

On a alors, pour tout 3-cycle o € Gy, xa(o} = Tr(r) =0.

L'élément g de G qui envoie A sur B, B sur C, C sur D et D sur A vérifie g((ﬂ) = (ﬁ,g(ag) =
a—C)',g(O?') ~ 0D =04 - OB 58‘, sa matrice est donc :

00 -1
g=[1 0 —1
01 -1

On a alors, pour tout 4-cycle o € G4, x3(c) = Tr(g) = 1.
1'¢lément h de G qui envoie A sur B, B sur A, C sur D et D sur C vérifie h((ﬁ) = 5§,h(5§) =

cﬂ,h((’)é) ~OD=-04- OF - _5, sa matrice est donc :



01 -1

h=[1 0 ~1
00 -1
On a alorg, pour toute double transposition o € Gy, x3(0) = Tr(h) = —1.
Gy |1 G 8 6 3
Id | (12) { (123) | (1234) | (12)(34)
171 1 1 1
1] -1 1 -1 1
x2 | 2 0 -1 0 2
x3 | 3 1 0 -1 -1
X3
Remarque : ce caractére peut aussi s'obtenir comme le caractére associé 4 la représentation standard
de 64.

Second caractére irréductible de degré 3 :
On peut déduire les valeurs du second caractére irréductible de degré 3 grace aux relations d’ortho-
gonalité sur les colonnes, et en utilisant x(/d) = dy. En effet, si ¢,7 € G4 ne sont pas dans la méme

classe de conjugaison, alors S xle)x(r)=0.
x irréductible
Remargue : comme Sy est isomorphe au groupe des isométries positives du cube, on peut obtenir le

deuxiéme caractére irréductible de degré 3 en faisant agir G4 sur le cube.
Finalement, la table de Gy est :

Gy 1] 6 8 6 3
Id | (12) | (123) | (1234) | (12)(34)

11| 1 1 1 1

e | 1] -1 1 -1 1

x2 | 2| 0 | 1 0 2

x3 | 3 1 0 -1 -1

xs | 3| -1 0 1 -1
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