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Un groupe abélien et son dual ont méme ordre

Antoine LOUAZEL et Zois MOITIER

13 mai 2015

Référence : G. PEYRE, L'algébre discréte de la transformée de Fourier. Ellipses. p.4-7.
Propriétés. Soit G un groupe abélien fini. Alors on a |G| = |G.

Pour démontrer cela on besion de deux résultats intermédiaires :
— Si on a un caractére d’un sous-groupe on peut le prolonguer en un caractére du groupe.
- Lemme technique.

Propriétés (Prolongement de caractéres). Soit G un groupe abélien fini ei H un sous-groupe de (.
Tout caractére y de H peut étre prolongué en un caractére de (.

Démeonstration. On effectue une récurrence sur [G : HJ.
Pour [G: H] =1, on a G = H donc la propriété est vraie.

On suppose que [G : H| > 1, il existe donc 2 € G tel que z ¢ H. Soit K = (z, H) le groupe engendré
par x et H. Soit m le plus petit entier non nul tel que 2™ € H, il existe car 2" =1 € H ol n ¢t le
cardinal de G. Comme G est abélien, tout éléments de K s'écrit sous la forme 2z = ya¥ avec y ¢ f ot
ke {0,...,m—1}. De plus, cette écriture est unique. Bu effet, si ya* = y'a* avec 0 < k < K < -1
alors ¥ % —gy/yl e Hor k—k <mdonc k=% ety =y
Pour la suite, on procéde par analyse sythése :

Analyse : Supposon qu'il existe ¥ un prolongement de y. Posons ¢ = x(2:). Tl nous fant ¢" - ¥(.")

1, d'otli ¢ est une racine n-idme de 'unité et (™ = ¥(z™) = x(2™). On a alors si z € K s’écrit z = ya*
avecy € Het ke {0,...,m—1}:

X(2) = X(va") = x{y)*
. 2 p{GiH) .
Syntese : Il existe p € {0,...,[H|—1} tel que x(z™) = e T Pon x(x™) =e a7 orm|[G: H]car
m est Pordre de 2 dans G/H. On peul choisir { une racine n-idéme de 'unité telle que y(z™) = ¢
Définissons, pour z € K décompos¢ sous la forme z = yx*, le prolongement ¥ par ¥(z) = x(y)¢*. On
doit montrer que  est un élément de K. L'unicité de la decompomtlon montre que ¥ est bien définic.
Pour prouver le fait que ¢’est bien un morphisme, on prend z = ya* et 2’ = y/2% deux &léments de
K, et on distingue deux cas :
~-Si0<k+kE<m-—-1,ona

$(22') = %yy' =) = 1y ) = v Exy ) = 3R
-Sim<k+k<2m -1, ona
$z2) = Flyy' a2 M) = 0 ()@ )x (@M T = $(2)R()

On a H sous-groupe de I{ et K sous-groupe de G donc [ : H] =[G : K}[IX : H] et [ : H} > 1. On
a done [G 1 K] < [G : H]. On peut alors avec I'hypothése de récurrence, prolonger ¥ a G. M



Lemme. Soit H un _un sous-groupe de G un groupe abélien fini. On note p : G — H le morphisme de
restriction et j G/II — G le morphisme d’extension, défini par !

j:é’/—ﬁ — G avec X(z) := x(aH

v % X(z) == x(zH)

I3

On a la suite exacte : e
W sG/HSESE 1)

Ce qui donne |G| = Eﬁ”(?/-}ﬂ

Hémonstration. j est injective par définition, p est surjective d’aprés la propriété de prolongement des
caractéres.
Si on considére x € ker(p), alors H C ker(y), et donc par la propriété universelle du quotient, il existe
N € G/'/-f-_] tel que x(xH) = x(2), c’est & dire j(X) = x, donc ker(p} C Im(y). Réciproquement, un
élément de Im(7) est trivial sur H. Donc on a bien ker(p) = Im(j).
On définit o

p:GlG/HY — H

XIG/H) v p(x)

£ est bien def]m par exactitude de la suite, elle est sw Jectﬂ_ci_f:al p est surjective et est injective car
ker{p) == j(G/H} dong elle est bijective et on a |G| = |H||G/H]|. r

On peut mainetant démontrer la propriété énoncé.

Démonstration. Oun raisonne par récurrence sur n = |G|.

Pour = 1, le résultat est trivial car G = {1}, olt 1 est le caractére triviale.

On suppose n > 2, il existe un groupe cyclique non triviale If € G. 8i H = G, le résultat est vrai
dapres la piopuete sur le cas cyclique. Sinon avec lhypothese de récurrence, on a [H| = |H| ot

|G/H| = |G/H[ et te lemme nous dit que |G = |HHG/H[. Done on a |G| = |H||G/H| = 1G] (W

Commentaire : Attention pour la démonstration du prolongement des carctéres faite dans G.PEYRFE,
il dit que ™ = x(z™) = x(1} =1 ¢e qui est faux.



La FFT (Fast Fourier Transform) pour multiplier deux polyndmes

Antoine LOUAZEL et Zois MOITIER

13 mai 2015

Référence : S. DAasGgupTa, C. PaPaDIMITRIOU, U. VAZIRANI, Algorithms. Broché. p.59-70.

e but est de trouver un algorithme qui va multiplier deux polyndmes.
— Naivement on fait ¢a en O(n?) ou n est le max des degré de 4 et B
— la FFT le fait en O(nlog(n))

On a deux fagons de représenter un polyndme de degré n :
~ par ces coefficients dans une base (par exemple A = ag -+ -+ + @, X ")
-~y multiplication en O(n?) (¢, = ¥ arbn_r)
— par ces valeurs en d + 1 points distincts
—» multiplication en O(n) (Clzn) = A(zi)B(zr))

On va donner deux polynémes A = ag + -+ + agX% et B = by + - + g X9 On peut les prendre
de méme degré sans perte de généralité quitte & ajouté un coefficient dominant nni. OQn cherche

C=cp+ 4 X% = AB, Les polynémes serons représentés par les vecteurs (ag,...,aq), {(by,....bg)
et {co,...,Coq).

On ce donne n == 2™ le plus petit entier plus grand que 2d 4 1. On doit prendre n points distincts, on
choisie wy = . pour & ¢ {0,...,n — 1}, On note w = wy.

[algorithme va suivre le schéma suivant :

ntrés A ={ag,...,an—1) et A= (bo,...,bu_1).
- Tvaluation de {A{1), A{w)), ..., A(wa_1)) et (B(1), B(w1), ..., Blwn_1)).
- Caleule de Cllwy) = Awg) B(wy) powr k€ {0,...,n— 1}.
— Interpolation de C avec ces valeurs (C(1),C{wy),..., Clwn_1)).

Sortie C = (eg,...,0n-1).

Pour P’évaluation : On peut voir évaluation en terme de systéme linéaire.

A(wo) 1 wp w(’)‘*] agp

A(wnm;) 1 Whp—-1 ... w;::} An_1
On appelle M, {w) cette matrice. Mais on a une maniére plus efficace de caleuler ce produit matricielle.
Conmence par remarquer que A peut ce décomposer sous la forme suivante A(x) == Ay (22)4 2.4,(22).
De plus sous cette forme on a A(—2) = A.(2?) — z4,(z?).
Dot pour k£ ¢ {0,...,% — 1}, on a A(we} = Ae(w]) 4 wpdo(w]) et
Alwprn) = Al—wi) = Ae(wf) — wrAo(w}).
Fvaluer A de degré d sur (wi)ke(o,...n-1) se réduit & évaluer A, et A, de degré g sur (u)gj;}kG{Ow_‘;,,]}.
On en déduit 'algorithme qui suit.




FE T ((ag, -y an—1),w, 1) ¢
si w = 1, retrouner ag

sinon
Ae = (ao, ag, ..., 0n_2)
Ao = (a'laadh e -:a‘n—])

Yo = FELU(Ae,w?, 5)
Yo — FFT (A, w?, )
Pour & =0 a & —1 [aire
2 = Ye o + Wok
2 = Yok — Whok
retourne (2g, ..., Zn-1)
fin

Si on appelle T la complexité de Ialgorithme on a donc T'(n) = 21°(%) 4- O(n). C'est a dire T'(2) ==
27°(27 1Y 1 O(2™), ce qui domne T{;.:l) = Tg?,::l) + 0O(1) d'ou ﬂ%“ﬂ— = O{m). Finalement on a

T(n) == O(nlog(n)).

Pour la multiplication : On multiplie terme & terme les vecteurs FFT({ao,...,an—1),w,n) et
FPET((by, ..., ba1),w, 1), ce qui nous donne un vecteur (C{wo), ..., C{wn-1)) en O(n).

Pour I'interpolation : On cherche (cg,...,cq-1) tel que

C(LUO) oy
= My (w)

C(wn_l) Cn—1

On remarque que A, (w)™! = LA, (w ) en effet pour 4,5 € {0,...,n —1} on a
n—3i n—1

= Zwikw,:j = Z(wi_j)k = nd; ;

(M) M), k )
:=() k=0

Done {cg, ..., en—1) = AFFT((Clwo), ..., Clwn-1)),w !, n) en O(nlog(n)).

Done pour finir on a €' = 2FFT(Produit(FPT{4,w,n), FFT(B,w,n)),w™!,n) en O(rlog{n)).



