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DEVELOPPEMENTS POUR IVACGREGATION EXTERNE

Théoremes de Chevalley-Warning et d’Erdds-Ginzburg-Ziv

Legons :120%, 123, 142, 144, 121, 126, 190

Prrd

et iSer], paragraphe 1.2
{Zav], probléme 7.1%
Théorime (Chevalley-Warning)
Soient p un nombre premier, r € IN*;onnote g = p.

El
Solent fi,...,.fs € FyiXy,..., X ] tels que } deg7: < n.
i=1

Onnote V = {{xu i Xn) € P‘[Vﬁ el sl filxn,....,x0) = {Bj
Alorsona:#V =0[p].

Dem@nsttaﬁon“
Posons P = H L 1 fq /j etsoitx = (x,...,x,) € }Fg,

- Sixe V alsrs Vi€ [[1,5], fi{x) =0Oetdonc P(x) = 1.
- Six ¢ V,alors Jig € [1,5], f, (x) #0puis f, (£)7 ' =1 don P(x) =0.
Ainsi, enposant 8{f} = §_ f{x)pour f € Fy[Xy,.. Kyl ona:5(P) = ¥ 14+ 0=4#Vp].
xeFy x&V
On veut désormais montrer que 5(P) = 0.
Lemme

Soitu € N, vérifiantu = Oouf{g— 1)t u.
Onposes (X¥) = 3 x* etona alors s {X*) = 0, avec la convention 09 = 1.63
x€lfy ’

Démonstration:
Siu==0alorsVx € Fp,x* =Tets{X*) =0,
Si (g — 1) 4 u, on &crit Ia division enchdjezmo = (g—1}+rotkeNet0<r<g—1
Soit y un générateur de I}, qui est cyclique ™

On a doncy* = (_z;‘f”l} i :yr,ilcaryestaordre{ —PetB<r<g—1.

Ainsiona:
S = Tat= T s T ) eyt Y = g (1)
x€Fq xeF¥ xEFF xeky
Done (1 - *) s (X*) = 0, puis par intégrité de [F,, s (X*) = O0car 1 —y* #0. »
E 2 ’
OnadegP =) (5—1)degfi <n{g—1)etdoncP= ¥ a,Xloijul= Y ujetay € Fy
i=1 lu|<n{g—1) =1
DouS(Py= ), 3. mx*= 3} mS(X%).
x€Ff [u]-<n{g—1) luf <nfg—1 )
i
Orpour g <nlg—1),8(X*) = 3, & ...xr= 3 2.0 Y s =]]s(X%).
(:cl,...,xn)eﬁj’; Xy €Pq Xn E]Fq =1

Mais "%_‘ up < n(g — 1) impose Jjo € [Ln].uyy < g —1done (g — 1) uy ouwy, =0.
j= L
Doncs (X*0} =0, d’ot 5(P) = O puis #V = §{p]. =

62. On passera le lemme permetiant de démonirer e théordme de Chevalley-Waming ef on détaillera Je cas non-premier du
théordme a’deos—szbﬁ_g-Ziv

63 Onpeuimontrer quesiu 2 let (g~ 1)[y alors s (X*) = —
Bneffet, Tk e N", 2= (g — L)ketpourx ¢ T, 2" = (x "‘1}A = 1;c =1
Bnouire0” =0, doncs (X¥) = (4 — 1) x 1+ 0= —1 dans .

&4, Pour la cychicité de ¥, on renvoie & la page 139.
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DEVELOPPEMENTS POUR VAGREGATION EXTERNE

Théoréme {Erdds-Ginzburg-Ziv}

Soit pun nombre premler, etsolentay,..., 4y € 2.9
Parmi ces (2p — 1) nombres entiers, on peut en krouver p dont la somme est divisible par p.

Démonstration :
Pour g € Z, onnote # sa classe modulo p.
7p—1 Z —1
On consid@re les polynfmes P = Z Vp 1 }_: QkAT, te Fy [X;,.. .,sz_g] .

Ona:degh +degP =2p -2 < 2;0 —1,et{G,.. G) esz une racine commune 3 ces deux polyndmes ; donc,
2n—1

par le théoréme de Chevalley-Warning, ils admetient une autre racine comoune (x1,...,Xzp—1) € IF;F" .

De Py {x1,..., %, 1} = 0, il vient que parmi %, . . - ¥op—3, exactement p d’enire eux sont nonnuls, et on

les note xy, , .. P

f
De Py (x1,..-,Xap—1) = 0, it vient ensuite que y_ &, =0C.
it
On a donc trouvé p éléments ay,, - . ., 24, doni la somme est divisible par p. n

Références

[Ser] J.-P. SERRE ~ Cours d'arithmérique, 1° éd., Presses Universitaires de France, 1970.
{Zav] M. ZAVIDOVIQUE — Un max de maths, Calvage & Mounet, 2013.

65. {e résultat reste vral pour n'importe quel # € IN*. On opére par récwrrence forte,
— Sin =1, le résuliat est trivial
— Bott 1 > 1, on suppose le résultat fusqu’au rang (7 — 1). Solent az, ..., 43, 1 € Z.
— 3i 7 est pramier, Cest 'objet du développement.
— Sinem, on éerit n = pr’, avee p premier et ' € IN*.
Onaalors: 22~ 1=20p—1=(2n—1lp+p—- 1
Pouriallant de 12 2n" — 1, on construit par récurrence les ensembles suivants appelés E; :

-1
£; est un emsemble de p éléments parmi {a}:i jellL{i+ip— H}}\ {J Ei, dont Ia somme est divisible par p.
k=1
La construction de ces ensembles uiilise le vépultat démontré dams le  développement, car

. i—-1
# {aj{j elLG+1)p— 1]}}“\ B =2p-1
k=1

. . .. o P .5
Puis, pouri € [[1, 20" — 1{, 5; désigre la somme des éléments de E; et Si=—2eZ

Par hypothése de récurrence, parmi les (2n” — 1) entlers S , il en exdste ' dont la somune est divisible pax 7/, st onles
f
note S,c pens rd,,
”f
Onposealors E= | | B, et#E—n;aﬁﬂeth_T‘sk*pZS’
=1 xeFE =1 =1

o
et Flg of — sy’
Or |} 5, doncn=pn'|} x.
i=1 x€E
On peut méme montver un résultat ¢'optimalité prenons un ensemble de (2 — 2) entiers composé de (z — 1) fois 0, et de
{n — 1) fois 1. Un sous-ensernble de » entiers parmi cetix-ci sera de somume comprise entre 1 et 11 — 1, done non divisible par 7.
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DEVELOPPEMENTS POUR VAGREGATION EXTERNE

Théoréme des deux carrés
Legons : 120, 121, 122,125

[Per], partie IL.6
{Duv], partie 6.1
'E_'héeréme
Seit p un nombre pre.mier impair, onnote & = {n S N|3a;%} eENn=2a"+ bz}., [
Ona:peZ e p=1J[4] |

Démonstration :

Zfi = N )
z=g+ib = Z=a+b "’
alors N est multiplicative, ce qui signifie que N(zz') = N(2)N(2') pour tous z, 7 = Z[i].

Lemme1

Ona: Z[* = {&1, +i}.

Pour commencer, quelques mots sur Z[i] : on définit fa “norme” N :

Démonsiration du lemme 1;
C Siz€ Z[i*, alors N(z)N {z7') = N(1) = 1, donc N(z) = 1.

COrz=a+ibaveca b e Z, donca’ + 1 =letona{a=0eth = ou(g=Zietb=10)
o Cette vérification est irmmédiate.., |
Leryme 2

On a l'équivalence : p € L < p estréduciible dans Z[i].

Démonstration du lemme 2:
= Sip=a®+ ¥, alors dans Z[i], p = (2 +ib)(a —ib).
Comume N{a+ib) = N(a— 1) = p > 1, onsait que 2+ ib, 2 — ib ¢ Z[i]* et donc p est

réductible.
< Sip=zz' dans Zil avecz,2' ¢ Z[i|*,ona: N(p) = Nz)N(Z) = p~
Mais on sait que N(z) # 1 # N{Z/}, donc N(z} = p. |

Comme Z[i] est factoriel *0, par le lemme d’'Budlide, ona -
p réductible dans Zfi] < (p) non-premier dans Z[i] < Z[i/, {p) non-intégre

Mais commme Z[i] ~ Z[Z]/ (X% + 1), on a les'isomorphismes suivants :
T (ZIXT 7N e w1 s
Pl gy = £ frx2 g, ) = (P j/(w}/{zhr 1) = FlX/(x2 13

En conséquence, p est réductible dans Z[i] & FpX]/ (X2 + 1) non-intdgre
+ X* + 1 réductible dans F,[X]
=4 Xz—i—iauneracinedansIFP

< —1 estun carrd dans F,

@(-1)#:(?}__1@;:;1[4] | u

60. Le plus simple pour monirer la factorialité, c'est de montrex que Z[i] est euclidien pour Ia norme N, puis de dire gue les
sneaux euckidiens sont factoriels {voir en page 136},
6L. Je tape les explications pour un isomorphisme, adaptez ceci pour rouver les auives. Ce passage me semble absolument
indispensable & savolr rédiger pour pouvoir présenter ce développement.
s
I s ZX w2 Y . .
Notons g, ¢ 1 Z[X] — ZLX]/'(X? +ijetmg: Z[}q/(}@ +3)— {\ [ J/\X + 1)}/(39} les projections canoniques.

Alors Ker 0 mizn i = { f € zp{}‘au ¢ ZIX),F =78y = {f € Z[X]| v € Z[X], f = pu+ (B2 +1) 0} = (p, X2+ 1).

. 3 .
En comséquence, ZEX];I{;;,XZ +1iy = (ZEX}’;{XZ + 1}}f(?) = ZM-"/[{?’)'

/
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Soit n € IN*, qu'on décompose en facteurs premiers: n = | | p'7 ™) (ot1 7 désigne Vensemble des
pe?

nombres premiers).

Onaléquivalence:n € L& (Vp e P,p =34 = v,(n) =0 [2]}.

Démonsiration:
Lemmme 3

Z est stable par multiplication.

Démonstration du lemume 3:
En effet, on sait déja quen € <> Jz € Zfil,n = N{z).
En conséquence, sin, 1’ € X, alors nn’ = N{z)N(z') = N{zz) € T.

< On décompose # de la fagon suivante -

2
= ﬂ pupén)k H p"p(’l}

pEP /} peP
r=314 P3[4
Carré;arfait Somume de Z carrés
{lenmme 3)
=Soitn=a2+5% c¥, onnoted =anb a = %et:’:’ = g

Ainsi, o' AF =1etn =6 (a7 + 7).
Soit p un diviseur premder impair de 2 4+ #'*; alors dans Zfi], on a: p{{a’ + i) (¢ — i¥).
—~ Par I'absurde, supposons p irréductible dans Z[i]-
Le lemme d'Fuclide nous indique que p|{a’ + it} ou que p|(a’ — b’} ; mais par passage au conju-
gué, si p divise I'un, alors p divise {"autre.
Donc p divise les deux, puis par somme et différence, on obtient : p{24’ et p|2ib’ dans Zi].
En passant a la norme, on en déduit : p?|4a” et p?|4b7, dans Z.
Mais o saif que p est impaix, et donc pla’ et p|¥.
Contradiction i .
— On peut donc écrire p = xy dans Z[i], avec en phus N{x) # 1 # N{y) (ce qui signifie, rappelons-le,
gue x et ¥ peuvent 8ire pris non-inversibles).
En passant 4 la norme, on obtient : p* = N{x)N(y) ; puis, p étant premier, on obtient : ¥ = N(x).
En conséquence, p € L, d'olip = 1 [4].
Alnsi, on 2 montré que les facteurs premiers congrus 3 3 modiio 4 sont “dans” le 4%, C'est-a-dire
d'exposant pair -
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