






Z[i] et le théorème des deux carrés

Maylis Varvenne & Caroline Robet

Soit Σ = {n ∈ N | n = a2 + b2; a, b ∈ N}.
On veut démontrer le théorème suivant :

Théorème des deux carrés. Soit p un nombre premier impair.
On a l’équivalence suivante :

p ∈ Σ⇐⇒ p ≡ 1 (mod 4)

Pour démontrer ce théorème, l’idée est de penser que si n ∈ Σ, alors n = a2 + b2 = (a+ ib)(a− ib) dans
C. On va donc introduire l’anneau des entiers de Gauss Z[i].

1 L’anneau Z[i]
Définition 1. On définit l’anneau Z[i] par :

Z[i] = {a+ ib ∈ C|a, b ∈ Z}

Cet anneau est intègre car inclus dans C. De plus, on dispose d’un automorphisme de Z[i] donné par la
conjugaison :

σ : Z[i] → Z[i]

a+ ib 7→ z̄ = a− ib

Cet automorphisme nous permet de définir une “norme”

N : Z[i] → N
a+ ib 7→ zz̄ = a2 + b2

qui est multiplicative, c’est à dire N(zz′) = N(z)N(z′).
L’introduction de cette norme permet de calculer les inversibles de Z[i] :

Proposition 1. On a Z[i]∗ = {±1,±i}.

Démonstration. Si z ∈ Z[i]∗, ∃z′ ∈ Z[i]∗ tel que zz′ = 1, d’où N(z)N(z′) = 1.
Donc N(z) = N(z′) = 1 ⇒ a2 + b2 = 1 ⇒ (a = 0 et b = ±1) ou (a = ±1 et b = 0).
D’où le résultat.

Proposition 2. L’ensemble Σ des sommes de deux carrés est stable par multiplication.
(Ceci découle simplement du fait que N est multiplicative).

Proposition 3. L’anneau Z[i] est euclidien (relativement à la fonction N), donc principal.

Démonstration. Soient z, t ∈ Z[i]\{0}. On a z/t ∈ C qui est de la forme z/t = x+ iy.
On veut approximer z/t par un entier de Gauss q = a+ ib où a et b sont tels que |x−a| 6 1

2 et |y−b| 6 1
2 .

Ainsi, ∣∣∣z
t
− q
∣∣∣ 6 √2

2
< 1

On pose alors r = z − qt de telle manière que r est dans Z[i] et r = t(z/t− q) d’où

|r| = |t| |z/t− q| < |t| et en élevant au carré, N(r) < N(t).

On a donc bien écrit z = qt+ r avec N(r) < N(t) et le résultat est démontré.
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2 Démonstration du théorème des deux carrés

On rapelle le théorème à démontrer :

Théorème des deux carrés. Soit p un nombre premier impair.
On a l’équivalence suivante :

p ∈ Σ⇐⇒ p ≡ 1 (mod 4)

La condition p ≡ 1 (mod 4) est clairement nécessaire car ∀(a, b) ∈ N2, a2 +b2 ≡ 0, 1, 2 (mod 4) et comme
p est premier, p 6≡ 0 ou 2 (mod 4).

Lemme 1. On a l’équivalence suivante :

p ∈ Σ ⇐⇒ p n’est pas irréductible dans Z[i].

Démonstration du lemme.
(⇒) : Si p = a2 + b2, on a p = (a + ib)(a − ib) et a, b sont 6= 0, donc a + ib, a − ib ne sont pas Z[i]∗

d’où p n’est pas irréductible.
(⇐) : Si p = zz′ avec z, z′ non inversibles (donc N(z), N(z′) sont 6= 1), on a N(p) = N(z)N(z′) = p2,

donc comme p est premier, nécessairement p = N(z) d’où p ∈ Σ et le lemme est démontré.

Démonstration du théorème.
Z[i] est factoriel (car euclidien pour la norme N).
On a donc l’équivalence suivante :

p n’est pas irréductible dans Z[i] ⇐⇒ (p) n’est pas premier.

⇐⇒ Z[i]/(p) non intègre.

De plus, Z[i] ' Z[X]/(X2 + 1) donc on a :

Z[i]/(p) ' Z[X]/(X2 + 1, p) ' (Z[X]/(p))/(X2 + 1) ' Fp[X]/(X2 + 1)

D’où,

p n’est pas irréductible dans Z[i] ⇐⇒ X2 + 1 n’est pas irréductible dans Fp[X]

⇐⇒ X2 + 1 admet une racine dans Fp
⇐⇒ −1 est un carré dans Fp.

D’après le lemme, il nous reste donc juste à démontrer que :

−1 est un carré dans Fp ⇐⇒ p ≡ 1 (mod 4)

Or si p impair, on a (
−1

p

)
=

{
1 si p ≡ 1 (mod 4)
−1 sinon

Et finalement, le théorème est démontré.

Remarque. Il est clair que 2 ∈ Σ car 2 = 12 + 12.

Corollaire. Soit n ∈ N∗. On décompose n en produit de facteurs premiers : n =
∏
p∈P p

νp(n)

où P = {nombres premiers}. Alors,

n ∈ Σ ⇐⇒ ∀p ∈ P tel que p ≡ 3 (mod 4), νp(n) est pair.
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Démonstration.
(⇐) : On décompose n de la façon suivante :

n =

 ∏
p≡3 [4]

p
νp(n)

2

2 ∏
p 6≡3 [4]

pνp(n)


Le produit de gauche est un carré parfait donc il appartient à Σ.
Dans le produit de droite, chaque p est congru à 1 modulo 4 ou égal à 2 donc dans Σ.
La stabilité par multiplication de Σ permet alors de conclure.

(⇒) : On a n = a2 + b2. Soit d = pgcd(a, b).

Quitte à considérer n
d2 =

(
a
d

)2
+
(
b
d

)2
, on peut supposer d = 1.

Remarque : La parité des νp(n/d
2) et νp(n) sont les mêmes quelque soit p.

Soit p ∈ P tel que p divise n. Alors a2 + b2 ≡ 0 (mod p).
p ne divise pas a. En effet, si p divisait a, alors p diviserait n−a2 = b2 donc p diviserait b ce qui est exclu
car d = 1.
Ainsi b appartient à F∗p et (ab−1) ≡ −1 (mod p), c’est-à-dire −1 est un carré modulo p.
D’après le théorème des deux carrés, cela entrâıne que p = 2 ou p ≡ 1 (mod 4).
Ainsi, tous les νp(n) sont nuls pour p ≡ 3 (mod 4).
Remarque : Dans le cas général où d 6= 1, on obtient le fait que νp(n) est pair dès que p ≡ 3 (mod 4).

Référence : Daniel Perrin, Cours d’Algèbre, p.56,57,58.
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Théorème de Sophie Germain

Maylis Varvenne & Caroline Robet

Théorème. Soit p un nombre premier de Sophie Germain, c’est-à-dire un nombre premier impair tel
que q = 2p+ 1 soit premier. Alors

@ (x, y, z) ∈ Z3 tel que xyz 6≡ 0 [p] et xp + yp + zp = 0

Lemme. Si le produit de deux entiers u et v premiers entre eux est une puissance k-ième (avec k > 2),
alors u et v sont tous les deux des puissances k-ièmes.

Démonstration du théorème. On raisonne par l’absurde.
On suppose donné (x, y, z) ∈ Z3 tel que xyz 6≡ 0 [p] et xp + yp + zp = 0.
Soit d = pgcd(x, y, z). Quitte à poser x′ = x

d , y′ = y
d et z′ = z

d , on peut supposer d = 1.
Montrons qu’alors x, y, z sont premiers entre eux deux à deux. Supposons par l’absurde que pgcd(x, y) > 1
et soit p0 un facteur premier qui divise x et y. Alors p0|xp + yp donc p0|zp et donc p0|z ce qui contredit
le fait que pgcd(x, y, z) = 1.
Ainsi pgcd(x, y) = 1. De même, on en déduit que pgcd(x, z) = 1 et pgcd(y, z) = 1.

• 1ère étape : Montrons l’existence de (a, α) ∈ Z2 tels que y + z = ap et
∑p−1
k=0(−z)p−1−kyk = αp :

On remarque que :

yp + zp = (y + z)

p−1∑
k=0

(−z)p−1−kyk = −xp = (−x)p (?)

D’après le lemme, il suffit donc de montrer que (y + z) et
∑p−1
k=0(−z)p−1−kyk sont premiers entre eux.

Supposons par l’absurde qu’il existe p′ premier qui divise (y + z) et
∑p−1
k=0(−z)p−1−kyk.

Alors d’après (?), p′ divise xp donc p′ divise x.
Comme y ≡ −z [p′], on en déduit

p−1∑
k=0

(−z)p−1−kyk ≡ pyp−1 ≡ 0 [p′]

D’après le lemme de Gauss, p′|p ou p′|y.
Si p′|p (ie p′ = p), cela signifie que p|x (absurde par hypothèse) et si p′|y, cela contredit le fait que
pgcd(x, y) = 1

D’où (y + z) et
∑p−1
k=0(−z)p−1−kyk sont premiers entre eux.

D’après le lemme, il existe (a, α) ∈ Z2 tel que y + z = ap et
∑p−1
k=0(−z)p−1−kyk = αp.

Par symétrie, il existe (b, c) ∈ Z2 tel que x+ y = cp et x+ z = bp.

• 2ème étape : Un et un seul des 3 entiers x, y, z est divisible par q :
Soit m ∈ Z tel que m 6≡ 0 [q], d’après le petit théorème de Fermat

mq−1 ≡ 1 [q]⇒ m2p ≡ 1 [q]⇒ mp ≡ ±1 [q] (car Z/pZ est un corps)

Supposons par l’absuide qu’aucun des trois entiers n’est divisible par q.
Alors xp ≡ ±1 [q], yp ≡ ±1 [q] et zp ≡ ±1 [q].
Donc (0 =)xp + yp + zp est congru à 3, 1,−1 ou −3 ce qui est absurde car q > 5.
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On peut donc supposer que x est divisible par q (et c’est le seul car x, y, z sont premiers entre eux deux
à deux).

• 3ème étape : Contradiction et conclusion :
On a y + z = ap, x+ z = bp et x+ y = cp donc bp + cp − ap = 2x ≡ 0 [q] (??).
D’autre part, y ≡ cp [q] car q divise x. De plus, q ne divise pas y donc ne divise pas cp et donc ne divise
pas c. D’où y ≡ cp ≡ ±1 [q]. De même, z ≡ ±1 [q].
Si de plus, q ne divise pas a, alors ap ≡ ±1 [q]⇒ cp + bp − ap ≡ ±1 ou ± 3 [q] (absurde d’après (??)).
Donc q divise a ie y + z ≡ 0 [q].
D’autre part

αp =

p−1∑
k=0

(−z)p−1−kyk ≡ pyp−1 [q]

≡ p(±1)p−1 [q]

≡ p [q]

Ceci est absurde car d’après la 2ème étape, αp ≡ 0, 1 ou − 1 [q].
Dans tous les cas, on aboutit à une contradiction.
On en déduit finalement que

@ (x, y, z) ∈ Z3 tel que xyz 6≡ 0 [p] et xp + yp + zp = 0.

Démonstration du Lemme. Soient u et v deux entiers premiers entre eux tels que uv = wk aves w ∈ Z et
k > 2. Ecrivons la décomposition en facteurs premiers de u, v et w :

u =
∏

p premier

pαp , v =
∏

p premier

pβp et w =
∏

p premier

pγp

où αp, βp et γp sont des familles d’entiers à support fini.
Comme uv = wk, on a αp + βp = kγp pour tout p premier. De plus, comme pgcd(u, v) = 1 on a αpβp = 0
pour tout p premier. Il en résulte que pour tout p premier, αp et βp sont divisibles par k.
Finalement, u et v sont bien des puissances k-ièmes.

Référence : Francinou, Gianella, Nicolas, Oraux X-ENS Algèbre 1, p.168 (Théorème) et p.140 (Lemme).
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