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Loi de réciprocité quadratique

Références : Histoires hédonistes de groupes et de géométrie, Caldero-Cermoni.

Soit p > 2 premier.
Définition 0.1
Le symbole de Legendre est Papplication:

(L) CF— (1,1

v

2=l
a g 2

On remarque que, pour tout a € B3, [{x € Fp,ax® = 1} = 1 + ()
Théoreme 0.1

Soit p # q deux nombres premiers impairs. Alors,

() ===

Démonstration: On calcule le cardinal de X = {{z1, .., z,) e (F,)?, 3% 22 = 1} de 2
fagons.

(1) On fait agir Z/pZ sur X via k.(x1,.. %) — (Trr1, - Tayyp)- avec des indices modulo p.
Par la formule des classes, on sait que | X| = [XZPZ{[p].
Or

(1) € X¥" o Ve B/pZ  kiz) = (z)e X
=drel, Vi<i<p Xy = X et pxr® =1

Done [X| =1+ (%)[p]

{2) On rappelle que deux formes quadratiques définies sur F, sont équivalentes ssi elles sont, de
méme rang et de méme discriminant sur F,.
On pose d = %1 et

P

f(le"'a-‘ n) = ZX;?

=1

d
gV, Ya, 7,y 20, T) = 2 YiZs + (—1)*T7
=1
On note que f ~ g done X = {z e (F,)?, f(x) = 1} s'identifie & X’ = {x & (F,)?, g(z) = 1}
par un changement de variables linéaire.
Soit z = (Y1, ey Yds 21, .oy 2a, E) € X'

a-1 .
Sipourtout 0<i<dygp=0,0ona qd(l + ((—1)4) 2 ) possibilités. Sinon, & y1,..., yg et £

sont fixds, il reste & choisir 21...., z¢ dans un hyperplan affine de (F,)%, ce qui fait (g% — 1)gg®?
pogsibilités.




Dol [X] = gd< l)p—lg_) Dong dans I,

K= C) () + 0T )bl
) = CR(C)+ )5 )l

7y = (1) %
)@ - 0T 7l



Racines d'un polynome & coefficients dans Z,

Références : Cours d'arithmétique, Serre, p.28-30.

Soit p premier.
Théoreme 0.1

Soit me N* et f e Z[Xy,... Xon], v = {wi) € (Zp)™, n,keZ et j& {1,..,m}. On suppose
que 0 < 2k < n et que

. o af —k
fle) =0[p"] et 5(;{1")‘@ =p~
Alors il existe y € (Z,)™ iel que

fp=0 e y=zp"¥]

La démonstration utilise le lemme d'Hensel qui est un analogue p-adique de la méthode de
Newton.
Lemme 0.1

Soit f € Zp[X], x € Zy ¢t 0 < 2k < n. On suppose

Flo) =0l et |f@)—p
Alors il existe y € Z,, tel que

fly)=0"",  1FW=p"%  y=z[""

Démonstration: {du lemme) Pour satisfaire la dernitre condition, on pose y = x + p* %z
avec = € Zyp. Par la formule de Taylor-Young, il existe a € Z,
Fly) = fla) + flap 2+ p" e
O éerit f(z) =~ p®, b€ Ly, et ['{z) = pFe. ¢ € Zi. On rappelle que Z7 = Z,\pZ,. On a
b= b tep]. On choisit z = —bc™'. Alots,
Jy) =p"b+ z0) + p*" Ha

Comme 2n — 2k > n, on obtient f(y} = 0[z"']. De plus, par Taylor-Young 3 ordre 1 sur /7,

on trouve
F'y) = o™ ]

Comme n—k >k, ona [f{y)l,=p "
Démonstration: Soit g € Z,[X,] le polyndme obtenu en évaluant f en {x.)iz;. Supposons
que l'on peut construire une solution y; pour g. En posant y; = x; pour tout ¢ # 7, on aura,
démontré le théoréme.

On a donc réduit le probleme & f e Z,{X].

On pose % = z. On construit une suite (z'¢) € Z' en appliquant le lemme pour (@ 3
Vétape g + 1. 1l existe z9Y € Z,, tel que

FE D) =0, P, =g, 2 g

1




En particulier [z — 2@, < p=®797% Comme la distance p-adique est ultramétrique, on a
Vr=s o et — 2 b < ptts—k)

Donc (#'?) est de Cauchy dans Z, complet. Ainsi, il existe y € Z, limite de (%} pour la
distance p-adique.
Alors f{y) =0et y = z[p™ %]

Propriété 0.1

On suppose p # 2. Soit f une forme bilinéaire syméirique de coefficients {ay ) jam € (Zp)™

tels que det{ay;) e Z7. Soit ae Z, et x = {x;) e {(£,)™ ial que
7 ol v v

Jjel,.,m xeZs et flaxy=alp]

Alors il existe une solution exacte issue de z.

Démonstration: On souhaite appliquer le théoréme pour n = 1 et £ = 0. Supposons que
pour tout I, C‘—j; = 0lp]. Or,

¢f . ;
viel,...m éX(Q:)=QZi:a¢g;ci

Alors, en notant 4 = {a,;;), on a 24z = O[p]. Mais par hypothése z; # 0[p]. On a contredit
det(az-j) = Z; .

[Se]



