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ALGORITHME DE BERLEKAMP
Retérence : Objectif agrégation, Vincent Beck, Jéréme Malick, Gabriel Peyreé,
page 245

Théoréme : Soit p un nombre premier et ¢ = p® une puissance de p. Soit P e
F,[X] dont la décomposition en facteurs irréductibles est sans facteurs carrés. No-

tons 2 = X mod P dans I'anneau F,[X]/(P). La fammm aegf?“ 1y o
est alors une base de F,[X]/(P). En suivant les étapes suivamtes (algonthme de e
Berlekamp), on obtient la décomposition en facteurs iréductibles de P : 7 kY 0" S
application Sp - { FalXV(P) — FJIX/(P) o o
(1) On observe que I'application Sp : Qmod P+ > Qf mod P est - . egr Mo
néaire. On calcule la matrice de Sp — Id dans la base B. o =5 &8

(2) Le nombre de facteurs irréductibles de P, noté r, est égal 3 la dimension de -
Ker(Sp — Id). On calcule done ce noyau par pivot de Gauss. Sir =1 alors
P est irréductible et on a terminé. Sinon, on passe 4 Uétape. smva.nte

(3} On choisit un polyndme V non constant dans F,[X]/(P) et tel que V &
Ker(S,—Id)}. On calcule ensuite avec 'algorithme d’ Euchde tous les pged( P, V—
a) pour g décrivant F,.

On a alors 1’égalité P [T pged(P,V —a). On réapplique alors les étapes

acF,
précédentes & tous les facteurs non triviaux (et il y en a) intervenant dans
ce produit.

Démonstration : On montre la correction et la terminaison de cet algorithme.

{1) L’application Sp est bien Fy-linéaire : on peux le montrer pédestrement un
peu de la. méme facon qu’on montre que le morphisme de Frobenius en est
bien un.

T
(2) On sait que PP = [] B, avec les F; irréductibles et distincts, puisque P est
i=1
sans facteur carré, et v le nombre de polynémes irréductibles constituant
P. Les F; sont deux & deux premiers entre eux ce qui autorise I'utilisation
du théoréme chinois. Ce dernier aflirme 'existence d'un isomorphisme de
F -algébres
[ EAXIAP) — BXI/(R) x - x B [X]/(P)
1 Qmed P — (Qmod P,...,Q mod P.)
Pour 7 € [1,r], notons K; = F,[X|/(F). Comme F; est irréductible, K;

est un corps (de caractéristique p et de cardinal pdestf)).
1




Soit @ € F,[X1/(P). Notons (@1,...,Qr) € Ky x --- x K, I'tmage de @
bar .
QeKer(Sp—Id) «Q7—Q=0mod P
< Vie[l,r},Q! — Q; =0 mod 5
< Viel,r],Q! = Q; dans K;
< Vic[l,r],Q:ieFy
g (Ql:---:Qr} EF;

L’avant derniére équivalence vient du fait que, pour tout 7 & L, 7], {x €
Kija? = z} = F,. En effet, tous les éléments x de ¥, < K; vérifient 29 = z
par cyclicité de ¥ et le polynéme X¢ — X a moins de ¢ racines dans K; :
corme on en a déja trouvé exactement g, il 0’y en a donc pas d’autres.

On en déduit que Ker(S, —Id) = ¢ (F7). Comme ¢ est un isomorphisime,
la dimension de Ker(S, — Id) vaut donc .

(3} On suppose maintenant que r > 1. Ceci assure l'existence d'un polynéme
V e F | X] non congru 4 un polynéme constant modulo P et dont Ia classe
modulo P appartient & Ker(S, — Id). Comume la classe de V' € Ker(Sp — Id),
pour tout ¢ € {1,7], V mod F; = a, € F,.

Soit désormais ¢ € ¥y. On note D le pged de P et V —a : ¢’est un produit
d’éléments de {Fj7 € [1,7]} puisqu’il divise P. D’autre part, cornme les P,
sont premiers entre eux, D est le produit des F; tels que F; divise V' — a.
Or, pour tout i € [L,7}, V - a = @; — a mod F;. Donc P, divise V — a si et
seulement si a; = a. On en déduit que pged{ P,V —a) = ] B

2,0=0;

Enfin, en partitionnant [1,r], on a

P=HR;= I'T II B=]]pecdr,v-a

acFy el rla=a: acky,

'Tous les facteurs de ce produit divisent P donc sont comme lui sans fac-
teur carré. Ce sont donc des entrées valides pour Valgorithme décrit dans le
théordme.

(4) Reste & montrer que Valgorithme décrit ici termine. Pour ce faire, il suffit
de montrer que le nombre r de polyndmes irréductibles, facteurs de Fentrée
de notre algorithme, décroit strictement. C’est le cas car I'un au moins des
peged( P,V — a) est un diviseur strict de P.

En effet, V' n'est pas constant modulo P donc il existe i # j tel que
a; # a; (sinon, tous les a; sont égaux & a € F, et V — q est divisible par
tous les F; donc par leur produit puisqu’ils ont premiers entre eux. Alors
V = amod P ce qui contredit que V' est non coustant modulo P). On a
donc P;|pged (P, V —a;) donc deg{pged(P, V —a;)) > O et P; { pged(P,V —a;)
donc deg(pged{P,V —a;)) < deg(P).



Algorithme de factorisation :
Soit P e F [X].

e Si P/ = 0 alors il existe R € F,[X] tel que P = RP. Les coefficients de
F ce calculent comme racines p-émes des coeflicients de P. Ré-appliquer
Falgorithme a R.

o 81 P # 0et D=pged(P, P) # 1 alors D est un diviseur strict de P et on
ré-applique l'algorithme & D et P/D.

o Si P # 0et D = pged(P, P} = 1, alors P est sans facteurs carrés donc

on peut lui appliquer 'algorithme de Berlekamp décrit ci-dessus et on s’em-
presse de le faire.

. oA omed 4 7 4 o,
Sy opEa W e

In







THEOREME DE CHEVALLEY-WARNING

VLADISLAV TEMPEZ

Référence : Jean Pierre Serre, Cours d’arithmétique page 12.
Théoréme: Chevalley-Warning
Soit K un corps fini de la forme F, oit ¢ = p? est une puissance d’un nombre
premier p.
Soit (fi)1<i<r une famille de polynémes de K[X;] 1<i<n tels que > deg(f;) <n
=1
On note Z = {z € (F,)"| Vi € [1,7], fi(x) =0} et on a Card(Z) = 0[p].
Démonstration:

On monire tout d’abord le lemme suivant.
Lemme:

Soit K un corps fini de la forme ¥, oll ¢ = p? est une puissance d’un nombre
premier p et u € N.
On note S{X*)= > 2% etona
T
—1siu>letqg—lju
0 sinon

S(X*) = {

On utilise la convention 0% =1.
Démonstration:

Stu=0,58X"=> 1=¢g=0[p.
€K
Siu>1etg—1u.
K> est cyclique d’ordre g — 1 donc Vz € K*, 2% = 1.
On a alors

SXM) =D 1=qg—1=-1f
K>

Siu>1letg—14uon a toujours K* cyclique d’ordre g — 1 donc il existe y
d’ordre ¢ — 1, done 4* +# 1.
On a aussi K = yK car v inversible. Ainsi

zeK zEK

1




2 VLADISLAV TEMPEZ

Donc on a (1-y*}S(X*) = 0 avec y # 1 dans K qui est intégre, done S(X*} = 0.

Le lemme est donc démontré.
On pose P = [[(1 — ff7) un élément de K[X;]|<i<n. Montrons que P vaut 1 sur

=1
Z et ( partout ailleurs.
Size Z, Plz)=[I(1— ff ) =1 car Vi € [1,r], fi(x) = 0.
=1
Siz ¢ Z,llexiste 1 <4 < r, fi{z) # 0. Or K* cyclique d’ordre ¢ — 1 donc
Jilz)* ! =1 et ainsi P(z) = 0.
On va étendre S sur K[X;]1<i<, de la maniére suivante : S(f) = > f(=).
zcK™

On a en particulier Card(Z) = S{P){p|.
Soit X* = [ X;* un mondme de P. On a

S =3 = =112 = =] st

zeK™ i=1 =1 z;€ K

Or, deg(P)< 3" deg(f;){(¢ — 1) < n(g — 1) donc pour tout monéme X de P,
=1

Zuz— <n(g—1)
=1

donc il existe 7 tel que u; < g — 1 et ainsi, par le lemme S(X;*) = 0lp| donc
S(P} = 0[p|.
On peut done conclure que Card(Z) = 0fp].

Corrolaire:

Pour une famille (f;) de polyndémes sans facteurs constants, 0 est une racine com-
mune donc Card(Z) > p. En particulier pour une forme quadratique de trois
variables il existe au moins un 0 non trivial.



