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Théoréme de Molien

Arnaud Stocker et Florian Lemonnier

Théoréme 1. Soit u € GL,(C). Pour P € A = C[Xy,...,X,] on pose o(u)(P) =
Plu Xy, ..., X)), Alors :
1. L’application o : GL,(C) — Aut(A) est bien définie et est un morphisme de groupes.
Vk € N, ce morphisme induit, par restriction, un morphisme o, : GL,(C) —
Aut(Ag) ot Ay désigne l’ensemble des polynomes homogénes de degré k.

2. Si G est un sous-groupe fini de GL,(C), G agit aussi sur Ay et on a :

|G| Z det (1, —gX Zdlm (40)X

ot AY = {P € A, | Vg € G o1(9)(P) = P}.
Démonstration. 1. Soient u,v € GL,(C) et P € A= C[Xq,..., X,,], alors :
o(uov) (P) = P~ ou™ (X1, s X)) = o(u) (P(o (X1, -, X)) = 0(w)o0r () (P).

Comme o(id) = id, on en déduit que Vu € GL,(C), o(u) est inversible, d’inverse
o(u™t). Les o(u) étant linéaires, o : GL,(C) — Aut(A) est bien définie et est un
morphisme de groupes.

Notons u™! = (u;})1<ij<n. Alors, en écrivant

2y
= P(i Ui Xi, ... Z Ui Xi),
i=1

on remarque que le degré de P est invariant sous l'action de GL,(C). En particulier,
Vk € Net Vu € GL,(C), on a o(u)(Ax) C Ag. On obtient donc un morphisme

u— o(u)a,

2. Considérons désormais G un sous-groupe fini de GL,(C), agissant sur Ay via le
morphisme oy (que je noterai oy aussi, par commodité).
D’aprés le théoréme de Lagrange, le polynome XI¢I — 1, qui est scindé a racines
simples sur C, est un polyndéme annulateur de ¢, Vg € (. Par conséquent, les
éléments de G sont diagonalisables.
Soit g € G. 1l existe donc une matrice u € GL,(C) et des complexes Ay, ..., A, tels
que ugu~! = diag(\, ..., \n)-
Par suite,

1 n 1 n 0 0o
det(I,, — gX) - H 1-\X = H <;)\in) - kZ:OUka’

=1 =1



olvg= > A\

b+t kn =k
D’autre part, Tr(oy,(g7!)) = Tr(og(ug™u™")) car o (¢g71) et o1 (ug~'u™t) sont conju-
gués dans Aut(Ayg).
Or, op(ug u= ) (X T XFn) = Mot N X0 Xkn ot {XF X | By + .+ k= k)
est une base de Aj. Il s’ensuit que,

Tr(ow(g™h)) = Z AN —

ki+...+kn=k

et donc,
_ Tr(
det( I —gX) Z H(orlg

La conclusion est alors une conséquence du lemme suivant, qui sera démontré a la

fin :
Lemme 1. Sous les hypothéses du théoréme, dim(A§) = |G| > Tr(ok(g))-
geG
En effet, on a alors :
_— Tr(
G| Zdet I, —gX ~al ZZ H(onlg
9€G k=0
1 1 k
= Z (@ > Tr(ow(g ))) X
k=0 geG
= dim(Af)X*
k=0

O

Démonstration du lemme.

Posons f = ﬁ >~ ok(g), dont la trace est exactement |G‘ > Tr(ox(g)). On va montrer
geG geq

que f est une projecteur sur A ce qui suffira pour conclure.

— Soit P € A{. Alors, Vg € G, o4(g)(P) = P et donc f(P) = P. Cela montre que
A C Im(f),
— Soit P € Im(f). Alors, P = f(Q) pour un certain ) dans A;. Par suite, Vh € G,

Ok Zak hg)(Q) = f(Q) = P.

gEG

En conséquence, Im(f) = A{ et f2 = f.



Partitions d’un entier en parts fixées
Arnaud STOCKER, Florian LEMONNIER — 29 janvier 2015
[X-ENS An2], exercice 3.15
T_héoréme
Soient ay, ..., ar € IN* premiers dans leur ensemb]e.
Pour n € IN*, on note

un:#{(xl,...,xk) e N¥ a1x1+...+akxk:n}

Alorsona:
1 le_l
Uy

n—eo dydy ... ag (k—1)!

Démonstration :
[ee]

Etape 1: Considérons le produit de Cauchy des séries formelles Y X“*i, pouri € [1,k].
Xi=0
On note f(X) ce produit de Cauchy ; on a les égalités suivantes :

k 0 k 1
f(X):H< OXaiXi> :Hl_xai

i=1 \x;=

[e9) ()
=) Y. 1| X" =) u,X"
n=0 (xl,...,xk)GINk n=0
a1xq1+...Fagx=n

Etape 2: Décomposons la fraction rationnelle f(X) en éléments simples.
La série formelle f(X) est la série génératrice de la suite (1), ; ¢’est une fraction rationnelle dont
les poles sont les racines a§™, ..., a?™ de I'unité.
Le pole 1 est de multiplicité k.
1 , AT R
Soit w # 1 un podle de f. Comme 1T xa’ oui € [1,k], n’a que des poles simples, w est de multiplicité
inférieure ou égale a k. Par I’absurde, on suppose que w soit un pole de multiplicité k.
On aurait alors : Vi € [[1, k]|, w®% = 1.
Or, d’apres le théoreme de Bezout, les (”i)ie[[l,k]] étant premiers entre eux dans leur ensemble :

F(ur, ..., u) € Z,aquy + ..+ ay =1

d k

Y aju; ”
Alors w = wi=1 =[] (w")" =1.
i=1
Contradiction ! On en déduit donc que la multiplicité du pdle w # 1 est strictement inférieure a k.
Notons P = {wj,...,wy} I'ensemble des poles de f(X), avec wy = 1.
Par décomposition en éléments simples, il existe ¢;; € C pouri € [1,p],j € [1,k—1] eta € C, tels
que:
n Cij
)= e
(1—X)* 1<¥<:p (wi — X)/
1<j<k—1

Etape 3: Développons en série formelle les éléments simples de f(X).

En effet, pour w € P etj € [1,k], - est développable en série formelle. Ses coefficients

(w—X)

s’obtiennent en dérivant (j — 1) fois le développement en série formelle de
Ona:

1 1 1 1 & /X\" > X"
%ok (s) =L o

w n=0



Puis, pour j € [[1,k],

G-t g o Xnoi
w3y = 2, )
Par conséquent,
L __ vy " X7 (=D X o) X
(w X)/ Mol G—Dln—j+1)! wrtl _n:O (=1l wrti _n:() n ot

Ainsi :

2 (n+k—1 2 (m+j—1\ X"
f(X)_ocZ( ) )X”+ )3 Ci,j(Z( " )wn—l-j)
n=0 1<i<p n=0
1<j<k—1

Etape 4 : Déduisons-en un équivalent de u, en I'infini.
La derniére expression de f(X) nous fournit, par unicité du développement en série formelle :

n+k—1 n+j—1\ 1
un:a( ; >+ Z cl-,j< " )wnﬂ‘

1<i<p
1<j<k—1
. (n+r—=1\ (n+r—1)...(+1) N n'—1
Or,pourrElN,ona.( " > =1 wSeo Tr = 1)1
_ r—1
Ainsi, « ntr—1 ~ o "
n n—00 (1’ — 1)!

. . n +] -1 1 k—1 N
EtVie [Lp],Vie[l—k— 1ﬂ,ci,j( . > e ( ) car les poles de P sont des racines
de I'unité, donc de module 1.

Par conséquent,
nkfl
S M= 1)1

Reste a calculer a.
Pour cela, on multiplie f(X) par (1 — X)X et on substitue 1a X :

k 1
(1_X)kf(X) Hl—X“! Hl—i—X—l—...—Q—X‘Zi*l

vc+0:H—
i=1 %

) 1 nk*l
nnﬁwal...ﬂk(kfl)! u
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