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Références pour la legon 124
o Tauvel, Cours d’algébre (1ére édition 1)
¢ Saux-Picart, Cours de calcul formel, algorithmes fondamentaux

e Oraux X-ENS algébre 1 {pour les nombres de Bell et Catalan)

PARTITIONS D’UN ENTIER EN PARTS_FIXEES

Auteur : Corentin pour la Team Hardy
Références : Oraux X-ENS Analyse 2

Théoréme t Soit (a1,...,ap) € N*P premiers entre eux dans lewr ensemble. Pour tout n € N soit

-1
tp = |{{21,...,Tp) € NP, 37 ags = n}. Alors wn ~neo rla’;(?f:ﬂu,

P
1
On considére la fraction rationnelle I’ = HI ey
=1

€ C(X). Comme 0 n’est pas pble de F' on peut

la développer en série formelle :

r -+oo +o0
F= II}:,xﬁmf—Ej > X" = up X"
i=12z;=0 a=0 (z,..,20p)ENP, TF  azi=n n=0

D’autre part, on développe I en éléments simples. 1 est pdle de F d’ordre p. De plus si w est pdle
part, p
d'ordre p de F alors comme Vi, —L— n’a que des péles simples w est nécessairement pdle de —L
P y T—Xot p P P T—-3X61
pour tout i done w = 1 pour tout {. Des lors, puisque (a1, ..., e,) sont premiers entre eux dans leur
ensemble, par Bezout il existe (uy, ..., up) € 27 tel que uyai +...4upay = 1 donc w = w ™, ¥ =1,

Ainsi 1 est le seul pdle de F" d’ordre p et & nouveau puisque pour tout ¢ 73y Xﬂ 1’a que des pdles simples,
tous les autres poles de F' sont d’ordre inférieur & p— 1. Notant {wy,...,wn} avec wy = 1 Pensemble
des poles de I, la décomposition en éléments simples dans C{X) s’écrit :

N p-1

. @ Q. j
Ja e C s H(Qi,j)]S_iSN,lngp—l eC: F= m +ZZ X}J

i=1 _;=1

On redéveloppe alors en série formelle grice au développement de w_lx)J obtenu en dérivant j—1 fois

. 1 s
celui de =55

+o0 N pei - |
Fzga(‘n‘f‘i )X’:+ZZO1,]Z(n+i )wi—n—-JXn

i=1 j=1 n=>0

Identifiant les coeflicients il vient

N p—1
- —1 e
Vn € N, u,,:a(n+p )+Z a;, (n+3 )wi nd

i=1 j=1

. n+j it
Done, puisque (") ~nye0 giogyn
nP~1

Un ~r—reo QW

Reste & déterminer . Pour cela on regarde la fraction rationnelle G{X) = (1 — X)*F(X). 1 n’est pas
poéle de G donc on peut considérer G(1). D'une part par le développement en éléments simples on a
G(1) = o et d'antre part en reprenant la définition de F' et en distribuant {1 — X)? sur chacun des

termes du produit on a :

Cw%“pl*X 11 1
T S I SR N
Donc G(1) = I]E., 2. On a bien finalement un ~nsc0 a"{lTp(;rf;;r



THEOREME DE MOLIEN

Auteur : Corentin pour la Team Hardy

Références : Leichtnam, Exercices corrigés de X-ENS tome Algébre et Géométrie, p.95 (ou partie D
dans [*édition manuscrite) + les explications complémentaires d’Arnaud Stocker & http://perso.eleves.ens-
rennes. fr/~flemonni/agregation/developpements/Molien_Arnaud.pdf

Théoréme : Soit G un sous-groupe fini de GLn(C). Soit o : GLn(C) = GL{T[Xy, ..., X,,]) défini par
Avs (P(X) s PLAX)) 0t X = (X1, .0 Xu )t

Pour k € N soient Ay = {P & C[X1,...,Xn} homogene de degré k} et A7 = {P € A, Vg €
G, a(g){P) = P}. Alors dans C[{z]] ona:

[G’i z det(] — zg) Zdzm (4%)2

k>0

Lemme : Soit p une représentation de degré fini de G de caractére . Ona:

ﬁ > x(g) = dim( [} Ker{p(g) - 1))

gEG 6@

Démonstration du lemme :
Pai décomposition de y en somme de caractéres irréductibles deux & deux orthogonaux on a que
|G I LgGG‘ x(g) = {x, 1} vaut le nombre de fois qu’apparait la représentation triviale dans la représentation

p clest-a-dire (en écrivant, par blocs de représentations irréductibles la représentation p) la dimension

de () Ker{p(g) — Id).

ge(?
On peut aussi introduire r = ]é‘T 2 ogecq Plg). Comme VA € G, p(h)r = r on a r* = r done r

est une projection sur un certain sous-espace V. Or st v € Ker(r — Id) alors pour tout ¢ € G,

p(9){w) = plg)(r(v)) = r(v) = v done (puisque Pautre inclusion est claire) V = ﬂ Ker(p(g) — Id), et
gEG

donc Tr(r) = dim(V} donne le résultat.

Démonstration du théoréme :
Comme VA,B € GLn(C), VP € CXy,., Xnl, o(AB)P(X)) = P(ABX) = o(ANP(BX)) =

a(ANa(BYP)) = o{A) o a(B){P) el que o(J) = Id, ¢ est un morphisme de groupes. De plus, pour
tout k € N, et pour tout g € G, on a clairement o(g){Ar) C Ay avec Ay de dimension finie et ¢(g)
inversible donc on dispose d’une représentation g de GL,(C} dans Ay dennée par pr(g) = o(g)a,
dont on note x; Je caractére. py restreinte & G est aussi une représentation de GG donc par le lemine
on a pour tout k :

€ LS xulg) = dim( [} Ker(pilg) - 1)) = dim(AF)
geC ged@

Soit g € G. Par Lagrange, ¢/®l = 1 donc YI¢l — 1 € C[¥] est un polyndme annulateur scindé & racines
simples de g qui est donc diagonalisable & valeurs propres Az, ..., A, # 0.
Ainsi notant d = diag(M, ..., An), Ju € GL,]( ), ¢ = udu”} donc Yk e N, xelo) = Trips(udu=?t) =
Tr(px(W)pr(d)pr(u)') = Tr(pe(d)) = xx(d)- .
Soit NV = {{€1,.0in) € N®, 4y 4 4 1,1 = k}. L'ensemble des X}*... Xir pour (i1, ...,4,) € Ny, forme
une base de Ay et on a : pour tout (i1,..,4n) € N, pe(d) (XD, Xt") = ML XD X Ainsi
xrlg) = xx(d) = E(i;,...,in)eNﬁ. ATLAY
Par ailleurs :

1 L n - ok
det(I — zg) [[1 1=z LID M=% D0 Arearef =3 xilo)*

i=1 k20 k20 (i3,.0)in)ENY k20
Finalement :
! k ; Gk
Z ; Z ZM = Z (’* Z x;;(g))z = Zd’em(}ik )z
IG| det(I — zg) IGI et S \el 2



