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Théoréeme de Wantzel et applications

Références:
Perrin, Cours d’Algébre : 1I1.1 Théoréme 1.21 et les applications qui suivent

Théoréme de Wantzel

Théoréme de Wantzel. Soit & un réel constructible, alors x est algébrigue
dans Q ef son degré [Qfz] : Q] est une puissance de 2

Démonstration. Comme x est constructible, d’aprés la définition, on a une suite
AgCc A1 C...CA,

avec (z,0) € A,,. Soit K le sous corps de R engendré sur {} par les coordonnées
des points de A;, On a donc

Ko=9Q et xzecK,

On va alors avoir besoin du lemme suivant:

Lemme.

[K" :K'wl] = 1,201:,4
Démonstration. Ona A; = Ai_1U{M;} avec My = (&;,1;), donc K = K;_; (z;,1).
Par définition, M; est 'intersection de droites ou de cercles, dont les équations
sont dans K;_; [X, Y] de sorte que &; et y; vérifient des équations de degré < 2
sur K{;—_;. On a donc

[Kioa (@) : Kia] < 2et (Ko (i, 46) 2 Koo (24)] <2

Donc, on a (K;: Ki_t] = [Kic1 (o, ) ¢ Koz (@) [Kim1 (z;) 1 Ki—1]. Comme
(Koo (2,90 : Ko ()] = 1ou2 et [Kyj () : Kyma] =1 0u2 on a le résultat
attendu. O

Par une récurrence immédiate, le lemme donne [K,, : Ko = [K : Q] est une
puissance de 2. Or comme w € Ky, on a Q[z] est un sous corps de K, et donc
[Q[z] : Q] divise [K;, : Q] ce qui termine la démonstration. 0

Applications
Duplication du cube unité

Ce probleme date des grecs, on cherche & construire 4 la régle et au compas un
nombre a tel que le cube d'arréte a ait une aire égale au double de I'aire du cube
unité. On cherche donc & construire a tel que a® = 2, soit @ = /3,

Propriété. 213 nlest pas constructible



Démonstration. Le polynéme X* — 2 est irréductible sur Q. Car il n’admet pas
de racine dans Q. Donc c'est le polynéme minimal de 2'/3 et donc

o()-a)-s
qui n’est pas une puissance de 2, ce qui donne que ce nombre n’est pas con-
structible d’aprés le théoréme. O

On ne peut donc pas construire le nombre a, et la duplication du cube unité
4 la régle et au compas est impossible.

Trisection de Pangle

On cherche & "trisecter” un angle, par exemple /3, ce qui revient & essayer de
construire z == cos(x/9). Gréce aux polynomes de Chebychev, on a

cos(30) = 4cos®(8) — Bcos(B)

et x vérifie Péquation 822 — 6z — 1 = 0, ce polyndme étant irreductible dans Q,
on a

[Q(z): Q) =3

On ne peut donc pas trisecter 'angle 7 /3, d'aprés le théoréme.

C est algébriquement clos

Références:
Inspiré de Guin, Algébre I : XI1.2 Théoréme XI11.21

Théoréme. C est algébriquement clos

Démonstration. Pour cette démonstration on aura besoin de s'appuyer sur plusieurs
propriétés des polynémes dont on admettra certaines:

Polyndémes de degré impair dans R. Tout polynéme ¢ coefficients dans R
de degré impair admet une racine dans R

Proof. Soit PcR[X]et f: R R sa fonction polyndmiale associée. Comme

P est de degré impair, on a bien

xlii-ll:loo f(ﬂ:) =+oo et x-lirPoef(I) e

Done d'apres le TVI, f(R) = R et donc il existe %o € R tel que f (zg)=0 0O

Polynémes de degré 2 dans C. Tout nombre dans C admet une racine carrée
dans C. Tout polynéme & coefficients dans C de degré 2, admet 2 racines dans
C



Démonstration. On sait que tout nombre réel positif admet une racine carrée
dans R. En offet, soit z > 0 e R, et P= {a € Rtelguea® < :c}, P est non vide
et bornée (par sup(l, ) par exemple). Il est évident que sup(P) est atteint et
donc qu'il existe s tel que s2 = z. Soit maintenant z € C, z est dela forme a+4b
avec a et b des réels. Un caloul simple permet de déterminer que si 2’ = a4 if

avec
a+ va? 4 b? b
G e @b = e
2 Va+ Va2 + b7

alors 22 = 2. Avec la méthode du discriminant on trouve donc que les deux
racines d’un polynomes de degré 2 & coefficients dans € sont dans C. (W]

On admettra que tout corps admet un corps de décomposition, et que tou
polyndme symétrigue est un polyndme en les polynbmes symétriques €lémen-
taires.

Pour montrer que C est algébriquement clos, en va montrer que tout polyndme
non constant 4 coefficients dans C admet une racine dans C. Soit P € C[X]
et P le polyndme dont les coefficients sont les conjugués de ceux de P(X). Le
polynéme F(X) = P(X)P(X) appartient 3 R{X]. Si F'(X) a une racine a € C,
alors soit P(a) = 0 et on a le résultat, soit P(a) = 0 et dans ce cas P(a) = 0
et on a le résultat. 1] suffit donc de montrer que tout polyndéme non constant
f(X) € R[X] ¢ C[X] admet une racine dans C. Posons d = degré(f), on
peut écrire d = 2%¢, avec g impair et n € N, On va faire un raisonnement de
récurrence sur n. Si . = 0, le degré de f est impair d’oli Je résultat, d’aprés la
premidre propriété.

Supposons le résultat vrai pour d = 2""!g (et f(X) unitaire). Soit un corps K
de décomposition sur C de f(X) dont on a admis P'existence. On a :

d
f(X)= H(X—a.-), ap,..,0g €K

i=1

Soit ¢ € R, on pose
Vij = o + o5 ooy, 15§

On considére le polynéme
GON = I X -u)
1<i<isd
On a alors le lemme suivant
Lemme. Les coefficients de G sont réels

Démeonstration. On considére le polynéme en les Y;; ol les Yi; sont vus commes
des indéterminées

HY =[] (X -Yy) € ®IXDYy)

1<igjsd




qui est symétrique en les Y;; en temps que polyndme & plusieurs indéterminées
4 coeficients dans anneau R[X]. D*aprés ce qu'on a admis précedemment:

H(Yy) = Q(T1,., Zm), @ € RIX][X, ) Xin]
avec &; polyndmes symétriques élementaires. On peut donc écrire
Hyij = Q (Zr(yigh s B (4i5)
et les i (y;) sont les coefficients de f(X) et sont donc réels. Done
H(yi;) = G(X) e R{X]
|

Le degré de G est le nombre de yy;, or il est trés simple de voir qu'il y en a
i(dg—'Hl. Donc degré(G) = ﬂdzlll = 2"~ lg{d 4 1) = 2"q’ avec ¢’ impauir car
¢ et & + 1 sont impairs. Par hypothése de récurrence, il admet donc une racine
70 € C. Cetle racine est nécessairement un des y;;. Donc il existe i(e) et jle)
tels que :

@i(e) + Aje) F CXi(e)Xj(e) = %o
Cest, vrai pour tout ¢ € R. Or R est infini et 'ensemble des couples (4,1 <4,
est fini. Donc il existe un ¢ £ ¢ tel que i(c) = i(¢') = r et j{c) = j(c'} = s. On
a
a, + a; + coros =z €C

ay +ay + Cogos = 2L €C

D’ot on déduit que o + as et arog appartiennent 4 €. Bt donc o et a
sont racines d’une méme équation du second degré & coefficients dans C. Donc
d’aprés la deuxidine propriéié, a, eta; appartiennent & €. Bt done f({X) admet
une racine dans C ce qui permet de conclure la démonstration,



