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Premier développement : Théoréme de I’élément primitif

1¢* février 2016

Théoréme 1 Toute extension finie de caractéristique nulle admet un élément primitif.

Démonstration
Soit K L une extension finle de caractéristique nulle.
Dans un premier temps on suppose qu'il existe z,y € L tels que : L = K[z, y).
On note Py et Py les polyndmes minimaux de x et y, de degrés respectifs m et n.
On considére M un corps de décomposition de Py et Py, et on note 2, ..., Ty, les conjugués
de z et y2,...,¥n les conjugués de ¢ dans M.

On sait que K est de caractéristique nulle, donc séparable.

Donc les racines de Py sont deux & deux distinctes,
— &

On pose alors E : —{y ” ;1€ig<m, 2<j<n}
i
E est fini, de cardinal inférieur ou égal & (m - 1)(n — 1), et comme K est de caractéristique
nulle il contient une infinité d’éléments.
On peut donc prendre un ¢ dans K* tel qu'il ne soit pas dans F, et on pose : z:= z + ty.

On pose K' := K|z], et F(X) := Py(z — tX). On va montrer que K’ == L.

D’abord, on remarque que P, € K[X| C K'IX], et que I est la composée de deux poly-
némes de K'[X].

Py et F sont donc dans K'[X], donc leur pged lest également.

Calculons ce pged. Dans M [X], F' se décompose ainsi :

™m

F(X) = ((z—tX) = ) [ [((z = tX) — 23)
i=%
= (w+ty—tXw$)ﬁ(w+ty—tX—1'i)
=2

=t{y - X)[[(z — =i + ty — X))
i=2

et P, ainsi :

Py(X) = (X - H (X — ;)
=2

Done X — y divise F et .



Par ailleurs, par choix de ¢, on a :

, z—mtty—wyy) A0

Ve2gismVe2g )
<n, Fly) #0

Js
= V2<j
Donc y est P'unique racine commune de F et P, dans M[X].
Donc X —y = ged(F, By).

Donc y € K'.

De méme, z € K’
Donc K’ = L, ie I admet z comme &lément primisif.

On a ainsi démontré le cas ol L est engendré par deux éléments.
Montrons par récurrence que : Vn 2 2, L = K(x1,...,2,) est monogéne.

— Pour n = 2, cette proposition est vrale d’aprés ce qui précéde.

— Soit n 2 2, tel que la proposition soit vraie au rang n.
On pose : L == K(zy,...,%p+1) = K(@1,. .., 2n) (@n+1)-
D’apres U'hypothese de récurrence, il existe y € L tel que K(z1,...,%n) = K(y).
On a donc : L = K(y){(@n41) = Ky, Tn41).
D’apres ce qui précéde, il existe donc z € L tel que K(y, 1) = K(2).
L est monogéne, la propriété est donc vérifiée au rang n+1.

On a ainsi démontré le théoréme.

Application : En appliquant la méthode utilisée dans la démonstration, on peut trouver

a € C tel que Q(a) = Q(1,7,v2) :

Commencons par trouver z tel que Q(z) = Q(%, v2).

Le polyndme minimal de ¢ est P(X) = X2 4 1 de racines ¢ et —4, et le polynéme minimal
de v/2 est Q(X) = X? — 2, de racines v/2 et —v/2,

Il faut donc trouver ¢ € @* tel que 1+ /2 &£ —i— /2.

t = 1 convient. En posant z = ¢ + v/2, on a donc : Q(z, v2) = Q(2).

Passons 4 o

Le polynéme minimal de j est R(X) = X* + X + 1, de racines 7 et 2, et le polynome
minimal de z est (X? — 1)2 + 8 (admis), de racines z, —z, 7 et —%.

1l faut done trouver ¢ € Q* tel que ¢+ v2-+ 1§ # +i 4 /2 + /4, les signes devant i et /2
n’étant pas simultanément positifs.

Ici encore, t' = 1 convient. D’oit finalement : Q(¢, §, vV2) = Qi + j + v2).




Deuxiéme développement : Condition de constructibilité

19 {évrier 2016

Théoréme 1 Soit & un réel constructible.
Alors z est algébrique sur Q et son degré [Q(z) : Q) est une puissance de 2.

Démonstration : On suppose z constructible. Par hypothése, il existe une suite
Ag C -+ C Ay de parties de R? avec (2,0) € Ap et, VO i< n—1, A4 = 4; U{M;} ot
M; est un point de R? constructible en un pas & partir de A;.

Pour 1 £ ¢ < n, on note K; le sous-corps de R engendré sur @ par les coordonnées des
points de A4;,
On adonec Kg=Qetz e K,.

On va utiliser le lemme suivant :
Lemme 1 [K;: K;_1] =1, 2 ou 4.

Démonstration 1 On a A; = Ay U {M;} avec M; = (@, 1), Donc K; = K1 (mq, ).
Par définition, M; est intersection de droites ou de cercles dont les équations sont dans
K 1[X,Y), de sorte que ©; et y; vérifient des équations de degré < 2 sur K;_1.
En effet :

- Si M; est Vintersection de deuz droites, alors m; et y; vérifient :

ari+by;+¢ = 0
adu;+Vy+¢ = 0

Ce qui équivaut d :
(ab' — &'B)z; + W e—bed = 0
(d'b—abyy; +adc—ad = 0

- 51 M; est Uintersection d’une droite et d'un cercle, alors z; et y; vérifient :

ami+by¢+c = 0
(i — a4+ (i~ V)2 —~r2 = 0

b .
yik e dans la

St a # 0, la premiére équation nous permet de remplacer z; par —
seconde. Sinon, elle donne directement la valeur de y;, qu’on peut utiﬁ'ser dans la
seconde égalité,
Dans les deur cas, ce systéme permel d'oblenir z; et y; en résolvant une équation de
degré 2 et une équation de degré 1.

- 51 M; est Vintersection de deur cercles, alors x; el y; vérifient :

(mi“a)2+(yg%b)2—~?‘2 = 0
(@i—aP+@m-¥)?-r% = 0
On admettra que cela revient & résoudre deuz équations de degré 2, 'une en z; autre
q

en ¥i.



On a donce [I{i_1(.’t:i) K] g2 et [I(i,l(:ci,yi) : I(i—-l(ﬂ?i)] < 2.
Do le résultat.

Par une récurrence immédiate, on montre que [K, : Q} est une puissance de 2, en vertu
du théoréme de la base télescopique.
Comme Q(z) est un sous-corps de K,,, le degré de P'extension [Q(z) : Q] divise [/, : Q).
[Q(z) : @] est donc une puissance de 2.

Exemple 1 On peut construire, pour z € Q, (,0) et (/x,0).

- Pour montrer que (x,0) est constructible, il faut d’abord monirer que si on a trois
points P,Q, R € R? on sait construire la paralléle & (PQ) passant par R.
Pour cela, il suffit de construire, au compas, le point S situé & distance PR de Q) el
& distance PQ de R : le quadrilatére PQSR ainsi obleny est un parallélogramme,
done (RS) est la drotte recherchée.
Ensuite, on construit g € Q en menant la paralléle au segment < (p,0); (0;9) >
passent par (0,1).

— Pour montrer que (\/x,0) est constructible, on pose a := “:T"l etbi=at+1= %r—l
Ona:(b—a)b+a)=b+a="b —a’=g doncb® =a?+c? avec ¢ =z.
On conslruit alors ¢ partir de @ les points (0,a) et (b,0) el on construit (¢,0) comme
troisiéme sommet d'un triangle rectangle de sommets O et (0,a) dont Uhypoténuse a
pour longueur b.

Corollaire 1 Les problémes grecs sont insolvables.

Les trois grands problémes grecs sont : la duplication du cube, la trisection de ’angle,
et la quadrature du cercle.

Duplication du cube :
Considérons un cube de cété 1. Pour le dupliquer, il faudrait construire un cube de volume

2, donc de cote ¥/2.

Or ¥/2 n’est pas constructible.

En effet, le polyndme X3 — 2, est irréductible sur @ d’aprés le critére d’Eisenstein, donc
est le polynome minimal de ¢/2.

Done [Q(¥2) : Q] = 3 qui n'est pas une puissance de 2.

Donc /2 n’est pas constructible.

Trisection de Pangle :
8%l est possible de trisecter n’importe quel angle constructible, il doit &tre notamment
possible de trisecter §. Cela impliquerait de construire les instersections de droites d’angle
§ et du cercle unité, ainsi que les coordonnées de ces intersections.
™
Cela impliquerait donc de construire  := cos (m)
Or, pour tout & € R, on a : cos(38) = 4 cos?(#) — 3 cos(f).
Do :

cos (3 X g—) = 4cos® (—g) — 3 cos (g) (1a)

=42 — 3z (1b)

NN



K

Donc z est racine du polyndme 8X3 —6X — 1, qui est irréductible sur (.
Donc [Q(z) : Q] = 3.

Quadrature du cercle :

On cherche un carré de c6té a tel que son aire soit celle du cercle unité.
Cela signifie qu’on cherche a tel que a? = 7.

Or /7 est transcendant sur @ {(admis), donc non constructible.



