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Premier développement : Théoréme de I'élément primitif

1 février 2016

Théoréme 1 Toule extension finie de caraciéristique nulle admet un élément primitif

Démonstration
Soit K C L une extension finie de caractéristique mulle.
Dans un premier temps on suppose qu'il existe z,y € L tels que : L = Kz, y].
On note Py et By les polynémes minimaux de z et y, de degrés respectifs m et n.
On considére M um corps de décomposition de Py et Fy, et on note xa, . - ., Ty, les conjugués
de x et o, ..., Yy, les conjugués de i dans M.

Orn sait que K est de caractéristigue nulle, donc séparable.
Donc les racines de P sont deux & deux distinctes.

;1§ <m, 2<j<n}

On pose alors E ;=

E est fini, de cardinal mfeneur ou égal a (m— 1) {n—1), et comme K est de caractéristique
nulle i contient une infinité d’éléments.
On peut donc prendre un ¢ dans K* tel qu’il ne soit pas dans E, et on pose : z .=z + ty.

On pose K':= K|z], et F(X) := Fr(z —tX). On va monirer gue K' = L.

D’abord, on remarque que £y € K[X] C K'[X], et que F est la composée de deux poly-
némes de K'[X].
Py et I sont donc dans K'[X], donc leur pged est également.

Calculons ce pged. Dans M[X], F' se décompose ainst :

FX)=((z—tX) —a) [ [(z — £X) — =)

=2

me
:(az—i—ty—tX—a:)H(a:—i-ty—tXA:ci)
=2

m
=ty — X) [ [ — =+ t(y — X))
=2
et F, ainsi :
T
Py X)=(X- o) [[{X-w)
=2
Donc X -y divise F et F.




Par ailleurs, par choix de £, on a :

Y2<i<m, V2<i<n, z—ati{y—y;) #0
= V2<j<n, Fly)#0

Donc y est I'unique racine commune de F et Py dans M[X].
Donc X — y = ged(F, By).
Doncy e K'.

De méme, z € K’
Donc K’ = L, ie L admet » comme élément primitif.

On a ainsi démontré le cas ot L est engendré par deux éléments.
Montrons par récurrence que : ¥n > 2, L := K{z1,...,2,) est monogéne.

— Pour n = 2, cette proposition est vraie d’aprés ce qui précéde.

— Soit n = 2, tel que la proposition soit vraie au rang n.
On pose : L= K (%1, ZTn41) = K(z1, .- -y o} (Zr11)-
D’aprés Phypothése de récurrence, il existe y € L tel que K{x1,...,%s) = K(y)-
On a donc : L= K(y)(znt1) = K(¥, Tnr1)-
D’aprés ce qui précéde, il existe donc z € L tel que K(y, 2ni1) = K(2).
L est monogéne, la propriéié ost donc vérifide au rang nt1.

On a ainsl démontré le théoréme.

Application : En appliquant la méthode utilisée dans la démonstration, on peut trouver
o € C tel que Qo) = Q(4,,v2) :

Commencons par trouver z tel que Q(2) = Q(4,/2).

Le polynome minimal de ¢ est P(X) = X2 + 1 de racines ¢ et —i, et le polyndme minimal
de V2 est Q(X) = X? — 2, de racines v2 et —/2.

1l faut donc trouver ¢ € Q tel que 2 + tv/2 £ —i — /2.

t = 1 convient. Fn posant z =i + /2, on a donc : Q(i, v2) = Q(z).

Passons & .

Le polynéme minimal de § est R(X) = X? + X + 1, de racines j et 72, et le polyndme
minimal de z est (X* — 1)? + 8 (admis), de racines z, —z, Z et —2.

1l faut donc trouver ¢’ € Q* tel que i+ /2 1 /5 # i+ 2+ /], les signes devant i et /2
n’étant pas simultanément positifs.

Ici encore, ¥ = 1 convient. D’ott finalement : Q(%, §,v/2) = Qi + j + v/2).



DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Polygones réguliers constructibles !
Lecens : 182, 121, 125, 182, 183

IMerCd G, théoréme 318

Théordme (Gauss-Wantzel}

Soit p un nombre premier impair, w3 ]N% l
Alors 'ang} S ible 3 t ier ¢ g i
ors 'angle e est constructible 3 w= 1 et p est un nombre premier de Fermat (c’est-a-dire que p

est un nombre premier qui s'écrit sous la forme 1 + 2%, ot1 N

Démonstrafion:
L, w

€@ Onposeqg=pYetw =exp ~— .
q ] A
, . 2 . 2w )
On suppose que 'angle vy est constructible, id est, que cos 7 est un nombre constructible.
b A P . e -

3
Alors, par le théoréme de Wanizel?, on obtient: Q cos o 0 =2" otm I N
Aussi, le polynéme cyclotomique T]; étant le polynéme minimal de w, on a

Q{w): Q] =degTh = elq) = p“ “(p—1}.

_ e
Cc«mmewz—?.wcos%— =0, onacos%ﬂ Qfew) et méme Qfw):Q cgsz—w
g

|
™

Par multiplicativité du degré, on obtient 27! = p=~1{p _ 1},
Comme p est itnpaly, i vient w= 1, puis p = 1+ 2™ ; montrons que m + 1 est une puissance de 2.

On écritalors m + 1 = 2%, avec w3 N et w3 N7 impair; onaaiarsp— i+ 22”
O, wétant impair, ona dans Z[X] : 1+ X+ X% et done 1+ - 2% et done, comme p est premier,

on en déduit w==1.
Donc g est un nombre premier de Fermat.

€ Onnotern=2%desortequep =1+7"% et =exp %ﬁf
a:[Q(&) : Q] =deglly = «(p) =

1. On peut ajouter quelgues résultats autour de ce développement pour détailler son uilité.

Lenume

Peer -
— Les angles de la forme = sont consiructbles, oft w N=.
— Solentm,n 3 NSavecmAn =1,
B Rig Sy
Alors Vangle —— consiructble J Pl Te sont.

En conséquence, les polygones réguliers constructibles sont ceux qui possident 22 [ ] 5% cotés, ott F est Vensemble des
pIiF
nombres premiers de Permat, et ot les ¢ sont des entiers naturels.

En effet:
— Clest immédiat, puisque par récurrence, il suffit de savoir tracer des bissectzices 2 la régle ef au compas.
— 2 1 est facile de construire le multiple d"un nombre constructible {en reportant avec le compas le bon nombre de fois
Ia corde formée par angle sur le cercle unité}.

Fw Fw 2
3 ParBézout, Swu 3 Z,om + e = 1; dés lors — =w?+ii—(f
Et on construit sans peine la somme de dewx angles constructibles en tragant des représentants de ces angles avec

urt obté adfacent.

2. LethforEme de Pierre-Laurent Wantzel, énoncé en 1837, donne une conditicn nécessaire et suffisante pour quun nombre
soit consiructible 4 la régle et au compas : i faut ef i suffit gue ce nombre appartienne & une extension de © qui soit le terme
d'une suite d'extensions guadratigues.

Florian LEMONNIER 1 ENS Rermes — Tindversité Rennes 1
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DEVELOPPEMENTS POUR IYAGREGATION EXTERNE

Onnote G = Autg(Q({));etsig 3 G, alors g fixe Q ef est enfiérement déterminé par g(Z).

g étantun morphisme d'anneaux,ona:0=g{0) =g prg) = Th{g(&).

Donc g{£) est nécessairement une racine de HP doncg(g) 3 Te g2, T

I faudrait alors montrer qu’on définit bien ainsi des automorpl:usmes du corps Q(Z); et alors

~ T~ - - -
G= g:€3 &&I[Lp-1} = Z/f.‘}Z 3 2/ 1)z
D¥ésormais, g désignera un géﬁél‘%tel;r de G.
Pouri 3 [0,n], on note K; = Ker 321 —1d ;<’est un sous—corps de Q(£}.
g"‘I mlphquge K 3 Kiug.
ai<p—2 est une Q-base de 3(Z).

r-z-I—i

Deplus, 33 0,7 — J.E},O

Comme g génére G, gi{E )

p=2 2

Soit z 5 Ko, Jap, - .- @’823‘*2:2—2&%8”55}: =g(z) = afpzs%}:fﬂ 185}

p—2 ) p—1 .
Tous les scalaires 2 sont donc dgaux etz = ¢ E 28 = Z & =—tpnd Q. DoncKyg = Q.

i=0 =1

fe—i—i__ i
Pour montrer gue ¥ 3 [0, n — 1], K; & K4, il faudraif considérer Vélément z = Z gf iy §
=0

On en déduit alors qu'on a la suite d'extensions :

Q=K 3 K13 ... 3 K=0Q()

Mais 2" = [Q(F) : Ql = H Ko 1 K
\-‘-——’
>2
Adnsi, 91 3 Eﬁ;ﬁ— 11{, !_Kg_;_i : K} = 2.
Par le théoréme de Wantzel, tous les éléments de Q{Z} sont donc consfructibles; mais

- . w—1
cos zij = Tl  fait ie, =
P 2
Références

[MerCdG]® D.-J. MERCIER — Cours de géométrie, préparation au CAPES et & agrégation, Publibook, 2008,

3. Pour la cyclicité de F;, on renvoie 3 la page ?7.
gneimf_ 4
4. Okay, fe le fais, mais <'est vraiment parce que c'est vous. Cna: gz {z} = g ZE g FrRYy {£} = z car les vecteurs de base
intervenant dans la décompesition ne sont pas les mémes (on a décalé les coordoﬁées de 2%, alors qu/entre deux coordonnées
-1 greie -3
non-nutles, il v a 271 — 1 zéros). Btaussi: g7 (z) = ’ Z gZMFhH\{'g' = ). ﬁ,ziﬂ& EY+ & TN E =
S mt—

A=(y h=1

3. On trouvera également dans cetie référence une facon de construire le pentagone régulier 2 Ia t3gle et an compas.
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