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Théoreme des deux carrés

Thomas THOUPLET et Laura GAYy d’aprés M. VARVENNE et C. ROBET

Référence : PERRIN : Cours d’algdbre p.56,57,58 ou RISLER-BOYER : Algébre pour le 1.3 Probleme 1.4 p23+4159
Soit ={neN|n=a+b* a,be N}

Théoréme (des deux carrés)

Soit p un nombre premier impair !,
On a Péquivalence suivante :
pel<=p=1 [

Pour démontrer ce théoreme, Iidée est de penser que si n € I, alors n = a® + b? = (a +ib)(a — ib) dans C. On
va donc introduire ’'anneau des entiers de Gauss Z[i].

1 I’anneau Zli]
Définition
On définit annean Z[i] par :
Zij={a+ib e Cle,b € £}

Cet anneau est intdgre car inclus dans C. De plus, on dispose d’un automorphisme de Z[i] donné par la conju-
gaison :

o Zli] = Z[

z=g+ib = Z=0-—1ib

Cet automorphisme nous permet de définir une “norme”
N: zZli - N
a+ib — z2z=a’+b
qui est multiplicative, c'est & dire N(zz') = N{z)N(z').
L’introduction de cette norme permet de calculer les inversibles de Z[i] :
Proposition 1
On a Z[i]* = {1, £i}.
Preuve :

Si z € Z[i]*, 32 € Z[I]* tel que zz" = 1, d'oht N(z)N{z') = 1.
Done N(2) =N(z)=1 = o> +b*=1 = (a=0etb==%1)ou (a=+let b=0).

D’olt le résultat, m
Proposition 2
I I’ensemble ¥ des sommes de deux carrés est stable par multiplication.
Preuve :
On traduit la propriété n € ¥ en termes d’entiers de Gauss :
ncnL & 3zeZli)/ n=N(z}
Alors, sin,n’ € X, onan=N{z) et o' = N(2') doncnn’ = N(22") € © [ |

1. Hest clairque2€ Dear2=12 412 mais 2 1 [4] .



Proposition 3
| L’anneau Z[i] est euclidien (relativement & la fonction N), donc principal.

Preuve :
Solent z,t € Z[l}\{O} On a z/t € C qui est de la forme 2/t = z + iy.

1
On veut approximer E par un entier de Gauss ¢ = a+ib olt @ et b sont tels que |z —a| € <3 et [y—bl < 5 Ainsi,

\/_

PRy
On pose alors » = z — gt et ainsi r € Z[i] (car z,q et ¢ le sont) et r =1 (% - q) d’oli

Ir| = ¢} |§ - qz < |t| et en élevant au carré, N(r} < N(t).

On a donc bien écrit z = gt + 7 avec N(r) < N(t) et le résultat est démontré. |

2 Démonstration du théoréme des deux carrés

On rapelle le théoreme & démontrer :
Théoréme
Soit p un nombre premier Impair.

On a Péquivalence suivante :
pED+=>p=1[4

Remarquons déjd (ce sera redémontré dans la suite) que la condition p = 1 [4] est clairement nécessaire car
Y(a,b) € N2, o> + b = 0,1,2 [4] et comme p est premier, p # 0 ou 2 [4].

Lemme

On a I’équivalence suivante :

pE X <= pnlest pas irréductible dans Z[i}.

Preuve du Lemme :

(=} : Sip=a®+b? onap=(a+ib)(a—ib) et a,b sont # 0, donc a + ib, @ — ib ne sont pas Z[i]" d'olr p n’est
pas irréductible.

(«=) : 8i p = 22 avec z,2' non inversibles (donc N(z) N{z') sont # 1), on a N(p) = N(z)N(z') = p?, done
comme p est premier, nécessairement p = N(z) d'oll p € I et le lemme est démontré. |

Preuve du Théoréme :

Zii] est factoriel {car euclidien pour la norme N).
On a done *éguivalence suivante :

p nest pas irréductible dans Z[i] <=  (p) n’est pas premier dans Z{i]
+==  Z[i]/(p) non integre.
De plus, Z[i] ~ Z[X}/(X*+ 1) donc on a :
Z[i)/ (p) ~ ZIX)/ (X2 + 1,p) = (ZIX]/ @)/ (X® + 1) e Fp[X)/(X? +1)
Dol
p n'est pas irréductible dans Z[i]

X2 4 1 nest pas irréductible dans [F,[X]
X2 41 admet une racine dans I,

pr est réductible dans Z[i]

1el

car X?-+1 est de deg 2
—1 est un carré dans Fp,.

!



D’aprés le lemme, il nous reste donc juste & démontrer que :

—1 est un carré dans F, <= p=1[4]

(F)=eo=={ 4 m

Bt finalement, le théoréme est démontré. =

Or si p impair, on &

Corollaire

Soit n € N*, On décompose n en produit de facteurs premiers : n = H 2"7t") ol P = {nombres premiers}.

peP
Alors,
nED « VYpePteiquep=3[4], wvp(n)est pair
Preuve :

(<) On décompose n de la fagon suivante car lorsque p = 3 [4], v,(n) est pair :
2

n= H pﬁr@ H pre(®)

p=3 [4] p#3 [4]

Le produit de gauche est un carré parfait donc il appartient 4 X.
Dans le produit de droite, chaque p est congru & 1 modulo 4 ou égal & 2 donc dans 2.
La stabilité par multiplication de £ permet alors de conclure.

(=) Soit n = a® 4+ b? € T et soit p € P,p = 3[4]. Si sp(n) = 0, le résultat est vrai. Sinon, cela signifie que
p divise n. Remarquons alors que, puisque p = 3 [4], p est irréductible dans Z[i]. p divise {a + ib}{a — ib)
donc p divise (par exemple) a + ib. p étant réel, p divise a et b. On peut noter a = pa’ et b= pb. Alors
n=a? + b = p*(a’* 4+ b?) donc

A4 ” 2 n
— =a“+b EEetv(—):yn—Q
p2 r pg P()

Par récurrence, on peut donc montrer que v,(n} est paire, ce qui conclut le théoréme.

Notes :

& Carl Gauss (1777 - 1855) est un mathématicien, astronome et physicien allemand. I a apporté de trés
importantes contributions & ces trois domaines. Surnommé “le prince des mathématiciens” {Mathematicorum
Principi), il est considéré comme I'un des plus grands mathématiciens de tous les temps. La qualité extra-
ordinaire de ses travaux scientifiques était déji reconnue par ses conternporains. Il dirigea ’Observatoire de
Géttingen et ne travailla pas comme professeur de mathématiques — d’ailleurs il n’aimait guére enseigner — mais
il encouragea plusieurs de ses étudiants, qui devinrent d’importants mathématiciens, notamment IEISENSTEIN
et RIEMANN. 1l a beaucoup échangé avec Sophie GERMAIN et était assez admirateur {un féministe!).






Théoreme de Sophie Germain

Themas THOUPLET et Laura Gay d'aprés M. VARVENNE et C. ROBET

Référence : FGNALI : p.168 (Théoréme) et p.140 (Lemme)

Lemme

Si le produit de deux entiers a et b premiers entre eux est une puissance k-itme (avec k 2 2),
alors a et b sont tous les deux des puissances k-iémes.

Preuve du Lemme :

Soient a et b deux entiers premiers entre eux tels que ab = * avec ¢ € Z et k > 2. Ecrivons la décomposition en

facteurs premiers de a,b et ¢ :
a= H PP, b= H PP et o= H pP
p premier p promier p premier
ol ap, fp et 7, sont des familles d’entiers & support fini.
Comme ab = ck, on obtient par unicité de la décomposition op + Sp = k7p pour tout p premier. De plus, comme
pgeda,b) =lona apfp =0 ! pour tout p premier. Il en résulte que pour tout p premier, ayp et fp sont divisibles par k.
Finalement, @ et b sont bien des puissances k-idrmes. n

Théoréme { de Sophie Germain - 1828)
Soit p un nombre premier de Sophie Germain, c’est-3-dire un nombre premier impair tel que g = 2p -+ 1 soit
premier, Alors

P (z,y,2) €ZP tel que ayz £ 0 [p] et P+ +2" =0

Preuve du théoréme :

On raisonne par "absurde.
On suppose donné dans la suite un triplet {x,y,2) € Z* tel que ayz # 0 [p] et o + 3 + 27 = 0.

Soit d = pged(z, y, z). Quitte & poser o’ = 3:, y = % et 2’ = 5, on peut supposer” d = 1,
Etape 1 Montrons que z,¥, z sont premiers entre eux deux a deux.
Supposons par 'absurde que pged(z,y) > 1 et soit po un facteur premier qui divise = et y. Alors pola” + 3P done
po|z® et done po|z (Lemme d’Euclide) ce qui contredit le fait que pged(z,y, 2) = L.
Ainsi pged(w, ) = 1. De méme, on en déduit que pged(x, 2) =1 et pged{y, z) = 1.

-1
Etape 2 Montrons Pexistence de (e, o) € Z° tels que y + z = a” et Z(fz)
k=0

1k k
P yk =a”

On remarque que :

P = ) Y2 = et = ()P ()
k=0

p—1
D'aprés le Lemme, il suffit donc de montrer que (y + z) et Z(—z)IJ _l_k'yk sont premiers entre eux.
k=0
p—1
Supposons par I'absurde qu’il existe p’ premier qui divise (y + z) et Z(——z)”"_kyk.
k=0

Alors d’aprés (x), p” divise &” done p’ divise 2.
Comme y = —# [p'], on en déduit une nouvelle “égalité”

p—1
b =Y = ]
RT3 oo k=0
;)( Z) K _ . , p-—-1 otk
=0 [p'] (ear 9| (-2 ")

k=0

1. car ap ou By doit étre nul
2. On aura toujours z'y'z" # 0 [p) et =P + P + 2P =0,



Done p’ | py*~ . D’apres le lemme d'Euclide®, p'|p ou p/[y® " dont jy.
<3 8i p'|p {ie p" = p), cela signifie que p|z (absurde par hypothése),
<+ 8i p'|y, cela contredit le fait que pged(z,y) =1

p-1
Dol (y 4 z) et Z(Hz)p_l_kyk sont premiers entre eux.
k=0
D’aprés le Lemme, comme leurs produits est une puissant p-idme (—zP) il existe {(a,a) € Z* tel que
p—1
ytz=a’et Y (~2)P 7Rk =oP
k=0

Par symétrie, il existe (b,c) € Z% tel que z +y = ¢¥ et x4 2 = PP,

Etape 3 Un et un seul des 3 entiers =, y, z est divisible par ¢ :
Soit m € Z tel que m # 0 [g], d’aprés le petit théordme de Fermat

mi =1 [l = m* =1 g = m” =1 [g] (car Z/gZ est un corps)*

Supposons par I'absurde qu’aucun des trois entiers , y, z n'est divisible par ¢.
Alors 2f = £1 [g], yP = %1 [g] et 2° = £1 [q].
Done {0 =)z” + y* + 2P est congru & 3,1,—1 ou —3 ce qui est absurde car g >> 5 donc on ne peut pas avoir
31 _1) 1;“3 = 0[(1].
On peut donc supposer sans perte de généralité que = est divisible par ¢ (et c'est le seul car z,y, z sont premiers
entre eux deux & deux).

Etape 4 Contradiction et conclusion :
Onay+z=d",z+z=0etaty=c" doncb’+c° —a” =2x =0 [g] ().
Dlautre part, y = ¢’ [g) car x = 0 [g].
De plus, g ne divise pas y donc ne divise pas ¢¥ et donc ne divise pas ¢. D'oll y = ¢” = £1 [g] (c’est le début de
I’étape 3).
De méme, z = +1 [q]-

Supposons g ne divise pas a, alors a® = %1 [g] = " +b” — " = %1 ou £ 3 [g] (absurde d’aprés {x%)).
Done g divise e le y+ 2 =0 [qg].
Avec cette dernidre congruence, on peut écrire d*autre part

oS =
h=0
= pE1P g
=% plg

Or une puissance p-itme = 0,£1 [g] {c’est le Fermat du début de P'étape 3 qui nous dit ¢a).

Dans tous les cas, on aboutit & une contradiction (si ¢’est congru & 0 ¢a nous donne p = 0 [g] absurde, si c’est £1
ganousdonne p==%1[glie2p+1=g=42+1=3ou -1 [g] absurde).

On en déduit finalement que

P e,y 2) € 2 tel que zyz £ 0 [p] et & + 3" + 27 = 0.

Notes :

26001

v Le plus grand nombre premier de Sophie Germain actuellement connu est 39051 x — 1 trouvé en

1986. On conjecture qu’il en existe un infinité.

& Marie-Sophie GERMAIN (1776 - 1831), est une mathématicienne et philosophe francaise. Elle est connue pour
le théoréme d'arithmétique qui porte son nom, pour ses échanges avec le mathématicien GAUSS et pour ses
travaux sur I'élasticité des corps. Elle avait pour nom d’emprunt Antoine Auguste Le Blanc. Lorsqu’elle se voit
obligée de réveler son identité, GAUSS devient encore plus fan d’elle et lui envoie une lettre de “déclaration”

d’admiration.

3. et non Gauss comme écrit dans le livre
4. Dans Z/¢% on a (m¥)? — 1 = 0 done (mP — 1)(mP + 1) = 0 et par intégrité -car c'est un corps-, c’est hon
b. car p — 1 est pair



