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Equation de Pell-Fermat

Lecons: 126, 180, 183.

Référence :

Philippe Calderc - Jéréme Germoni,
Histoires hédonistes de groupes et de géométrie, Tome second - p.388,
Calvage et Mounet - 2015.

Le développement

L'objectif est de résoudre I"équation de Pell-Fermat, i.e chercher les couples d’entiers (x, ¥} véri-
fiant 2% — dy? = 1 avec d une entier sans facteur carré.

Théoréme.

Sott d un entier naturel sans facteur carré et soit H U'hyperbole d’équation X? — dY? = 1 dans le plan
R2. Soit E = My = (1,0). Soit My = (X1,Y1) un point de H ot Xy et Yy sont des entiers naturels
avec X7 + Y§ aussi petit que possible. Alors Uensemble des points entiers de la branche de H qui contient
My est le groupe engendré par My. L'ensemble des points entiers de H forme un sous-groupe isomorphe a
7)27 % 7.,

Démonstration.
On calcule, en coordonnées, 'application M € H > My x M € H. Pour cela, on passe au repare
OXY ot My a pour coordonnées (1, 1), en posant

x=X+VdY
y=X-—Vdy

Notons (x1, 1) les coordonnées de M; dans ce repere. Si un point M a pour coordonnées (X, Y)
dans le premier repére et (x, y) dans le deuxiéme, aloxrs My % M a pour coordonnées (x1x, y1y)
dans le deuxiéme repére et

(X’, Y’) = (X1 X +dY1V1 X + XY1)
dans le premier.

L'hyperbole H est la réunion de deux branches. Dans le repére Oxy, 'opération de groupe est
le produit coordonnée par coordonnée done # est un groupe topologique. Ainsi #g, la branche
contenue dans le demi-plan {X > 0}, en tant que composante neutre de 7{, est un sous-groupe
de 7{. La projection sur I'axe des abscisses x permet d’identifier g a R%, ce qui donne un ordre
sur Hy. Si les coordonnées d'un point M = (X, Y) de Hy sont (x, y), alors x = V1 - dY2 -+ /dY.
Cette fonction de Y est strictement croissante done 'ordre se lit indifféremment sur la coordonnée
x ou sur la coordonnée Y. Par exemple, pour cet ordre, la fonction

Hy — Ho

©:
M — Mp+M

est strictement croissante car les coordonnées de ¢(M) sont {x1x, 1) et x > x1x est strictement
. croissante.

Pour tout n entier, posons My = M} = (X, Yy). Il est immédiat que M1 = (X1, --Yy) d’otx
on tire par récurrence que Y, = =Y, pour tout n entier. Comme @ est strictement croissante et
que My = @(My}, la suite (M) est strictement croissante. De plus, comme X; > 1, Y > Oet
Xn 2 1pourtoutn, Yy 11 > Y, pourtout n € Z. Comme les Y, sont entiers, (Y, ) diverge vers +oo.

Soit M = (X,Y) un point entier de Hy. D'aprds ce qui précede, il existe un entier # tel que
Yy €Y < Yy Notons M' = (X', Y') = M_, x M. Grace a la croissance stricte de ¢, donc de
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@ ", ona My < M < M. Mais, par hypothese, M; est la solution entiére minimale de I"équation
de Pell-Fermat, done M’ = My puis M = M,,.

On remarque pour terminer que la reflexion o : (X,Y) — (—X,Y) échange les deux branches
de H et preserve Z* , et on peut affirmer que les points entiers de H sont les (X, Yy} pour
nelZ. 3

Corollaire.
ZIVA]* = T x T avec T = Z/2Z ou T == (Z/22)%

Démonstration.

Soit A = Z[v/d]. Lensemble des solutions de I'équation de Pell-Fermat est en bijection avec les
éléments de A de norme 1. De plus, les inversibles de A sont les éléments de norme inversible,
Le M = (X,Y) est inversible si et seulement si M est un point entier de I'une des hyperboles
X? —dY? = £1. Notons, avec les notations de Ja démonstration précédente, que

X - VAY = (X5 + VAY) (X + VAY).

Alors (X, Y) = X +VdY qui, & un point entier de #, associe un inversible de norme 1, est un
isomorphisme de groupes. D'aprés le théoréme précédent, le noyau de la norme est isomorphe a
2% x Z.

L'hyperbole X? - dY? = —1 peut ne pas avoir de point entier (d = 7 par exemple car —1 n’est pas
un carré modulo 7). Supposons néanmoins qu'elle en ait un, i.e qu'il y ait un élément i = X + d¥
de A de norme --1. Alors tout élément de norme —1 est le produit de 7 par un élément de norme
1,ie

A* = ker{N) Ud ker(N) ~ Z/27 x ker(N)

ob N est la norme de A. O
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Théoréme de Sophie Germain

Lecons : 120, 121, 123, 126
[X-ENS Al1], exercices 4.39

Théordme

Soit p un nombre premier de Sophie Germain, ¢’est-a-dire un nombre premier impair tel que
g = 2p +1 soit un nombre premier.

Alors il nexiste pas de triplet (x,y,z) € Z° tel que xyz # 0[p] et x? + y# 4 2 = 0.1

Démonstration:
On notera ici P Vensemble des nombres premiers,
On raisonne par l'absurde; soit (x,y,2) € Z3, tel que xyz #Z 0{p] et xP +y +2F = 0.
Soit d = pged (x, y, 2), quitte & poser ¥’ = 'E,y' = é etz = 7 On peut supposer quie d=1.
Etape 1: Montrons qu’alors ¥, ¥ et z sont premiers entre eux deux a deux.
Par l'absurde, soit r un facteur premier de x et y.
Alors r|x? + y?, puis r|zP et dong, par le lemme d’Euclide : r|z.
On contredit alors I’hypothése selon laquelle x, ¥ et z sont premiers entre eux dans leur ensemble.
Désormais, onadonc:x Ay=xAz=yAz=1.
p—1
Btape 2: Montrons que 3(a,a) € Z2,y+z=al et y  (—z)P17*yk — 40,
k=0
On va appliquer le lemme suivant.

Lemine

Soitu,v € Z,avecuAv=1etIwe Z,uv = w*, otk = 2.
Alors u et v sont tous les deux des puissances fehrmes

Démonstration :
Onécritu = [ | p%,v =[] pP etw= ] p, ot B,y € NP,
peP pepP pPeEP

Et comme uv = wk, ona:Vp € P,ap+ B, = k.

Mais, &y et B, ne peuvent pas étre simultanément non-nuls, puisquona u Av = 1.

Conséquemment, ¥p € P, k[acp at klﬁp.

Donc # et v sont des puissances k*mes, N

p—1
Ici,ona (y +2) (Z (—z)f’“l*kyk) =yP a2l = —x¥ = (—x)?,
k=0
p—1
1l serait donc intéressant de montrer que y +z et }  (—z)? ~1=kyk sont premiers entre eux,
k=0
Par Vabsurde, supposons quil existe un nombre premier, appelons-le 7, qui les divise tous les deux.
Alors, de I'égalité précédente, il vient que r?|x”, donc rix.

p-1 p—1
Comme y = -z [r],ona: ) (—z)P 1"k = Yyt =pyr .
k=0 k=0

=0[r]

1. Iy a beaucoup de choses intéressantes A dire a propos de ce résultat. Sophie Germain (1776-1831) est quasiment la seule
femme mathématicienne de son temps, Elle suivit les cours de I'Ecole polytechnique par correspondance, car les femmes n'y
étaient pas admises et ¢’est sous le pseudonyme masculin de Maurice Leblanc qu’elle écrivait A Gauss pour hui faire part de ses
découvertes arithunétiques. En 2001, le plus grand nombre de Sophie Germain qu’on connaissait tait 109433307 x 266452 _ 1,
possédant 20013 chiffres. A I'heure actuelle, on conjecture qu’il en existe une infinité. Le théoreme de Sophie Germain, démontré
en 1823, est une résolution partielle du grand théoréme de Fermat — mais si, vous savez : pour n 3 3, il n’existe pas de solution
non-triviale dans Z* 4 I'équation x" 4y = 2 — que Fermat mentionnait dans une annotation marginale, sans la prouver “par
manque de place”. On est certain aujourd’hui qu'il ne pouvait pas en avoir une démonstration complete (bon, en méme temps,
quand tu t'appelles Fermat, ton prof de maths va avoir du mal & te reprocher de bluffer dans tes copies, non 7).

Flarian T maannmrmn 1 TNG R annne Tinitraeeidd Danean 1
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Donc r| py’ ~1 ot dong, par le lemme de Gauss :

— soit r|p, et alors, ces deux nombres étant premiers, on obtient ¥ = p et donc p|x, contredisant
I'hypothese xyz # 0[p};

~ soit r|y, mais c’est impossible puisque rlretx Ay = 1.

p—1

On obtient ainsi une contradiction ; et on en déduit (y + z) A (E (——z)‘”‘l"kyk) =N
k=0

Puis, par le lemme, on obtient :

p—1
Aa,0) € ZLy+z=af et Yo (—z)P Rt = e
k=0

Similairement, on montrerait x +z = b? ety 4z = ¢F, avec b,c € Z.

Etape 3: Un (et un seul, vu qu’ils sont premiers entre eux deux & deux) des trois entiers X, ¥ et z est
divisible par 4.
Soitm € Z, tel que g { m.
Alors, par le petit théoréme de Fermat, on obtient : {m?)* = m9~1 = 1 [g] et donc, comme Z/qz est
un corps?, ona: mP = 11g].
Par I'absurde, on suppose g { x, gf yet g1 z.
Alors 0 = xP + P 4 2P est congru a3, 1, —1 ou —3 modulo g. Ce qui est absurde puisque g > 5.
Sans perte de généralité, disons que g|x, et qu'incidemment : g { y et g 1 z.

ftape 4 : Tels Jean-Claude Dusse, cherchons  conclure.
Ona:b?+cf ~af =x+tztx+y—y—z=22=0[g.
Et comme x = 0{g], ona:y = ¢’ [g]; mais g f y donc g t ¢, d’oit y = 1 Jg]. Similairement, z = +1 [q].
Done a? = y + z est congru a 2, 0 ou —2 modulo ¢ ; mais une puissance p*™ est congrue a 1, 0 ou -1
modulo 4.
Donc y +z = 0[g].

-1
Comme dans 1'étape 2, on obtient : #f = ) (—z)?~1Fy¥ = py#—1 4},
k=0
Or p —lestpairety = +1 [q] et donc a” = pg] ; mais aussi a? est congru a 1, 0 ou -1 modulo 4.
Contradiction !
Il 'y a donc pas de triplet {x, y,z) € Z°% tel que 1 xyz # 0[q] et xP +yP 3 z° = 0. »
Références

[X-ENS Al1] S. FRANCINOU, H. GIANELLA et S, NICOLAS — Oraux X-ENS Algébre 1, 3™ éd., Cassini,
2014.

?. Le polynéme X* -1 ¢ Z/qz[X] admet au plus deux racines puisquil est de degré 2 sur un corps; on vérifie facilerment
qu'il s'agit de 1 et —1.
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