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Résolution de z2 + y? = 2% et 2 + y* = 22

Référence : Combes, Algébre et géoméirie

Théoréme 1 Des entiers z,y, z vérifient I’égquation 22 +y° = 22 54, et seulement si il existe d € Z
et u, v € Z premiers entre eux tels que {x,y, %) ou (y,x, 2) soit égal & (d(v? - v?), 2duw, d(u?+07)).

Démonstration :
Tout d’abord, un calcul simple montre gue les triplets exhibés sont effectivement solution.

Scit (#,y,z) un triplet non trivial vérifiant 2® + 3% = 2%, Quitte & diviser #,y et z par leur
pged, on peut supposer qu'ils sont premiers entre eux. Mais d’aprés 'équation, si d divise deux
des nombres 7,7, alors il divise Ie froisiéime. Un peut donc miéme Spposer , ¥, z premier entre
eux deux & deux.

Ainst, seu} P'un des frois peut &tre pair, et ¢a ne peut &tre z car sinon on aurait 22 y2 = 1[4]
donc 22 = 2[4] co qui est absurde puisqu’il est divisible par 4. Ou peut done finalement supposcr
z impair, y pair, et z impair, et premiers enire eux deux & deux.

Maigtenant, il apparait gue (—$—)2 + (g)-z =1, ce qui, par la paramétrisatian rationnelle du
—1% %
cercle, mehqze Vexistence d’un rationuel £ tel que ié paire {—— -—} soit égale & { YA T tz}
Ferivons t = — avec u A v = 1. On a alors
v

2 —u? ouy

} { 9+92’ﬁ?—§—92}

T 7;2 —u?

S— B ‘ 7 U2 a2

& Supposons d’abord que gj e
2 u? 4P

Meontrons que v* —u?, 42 +v? et 2uv sont premiers enire eux deux 4 deux. Puisqu'ils vérifient

Péquation initiale, i suffit pour cela de montrer qu'ils sonf premier entre eux dans leur ensemble,
Seit donc p un nombre premier divisant v2 — w2, v2 + 92 of 2uv.

Par somme et différence de v2 —u? et %% + v, on voit que p divise 2u? et 202, 8i p £ 2, alors
p divise u? et 97, donc u et v, ce qui est exclus. Donc p=2
Puisque u® +v? est pair, u eb v ont méme parité. Mais comre % b v sont premiers entre eux,
ils sont tous deux impairs. Notons u =2k + 1let v =2/ 4+ 1. Alorson a
T AP+ -k — k) _ 2m

z 2(2k2+2k+2£2+22+1) Tt 1

obm=0+1-k -k et n =124+ +%%+k, ce qui contrédit Pimparité de z. .
Finalement, v? — u?, u? + 9?2 et 2uv sont blei}. prempiers entre cux deux & deux et on peut douc
v 2 ’
. . T=pt —u
identifier : {
y = 2uv

Anatéle E—l“i‘;iﬂ &: Ma:dme Piodr’homme 7 1




2.2

1 TE —
<1 3 + z 22 4 o2
™ o8ons * maintenant que ~ :
Supposons” m 4 x 2uv
L oz ufay?

L’étude précédente monire de la méme maniére que sewl 2 pent diviser & la fois v? — u?, u? + 7
et 2uw. Si tel est le cas, on a toujours w et v impairs, et. alors (v? — 22)/2 et {u + v%)/2 sont

= uv
premiers entre eux (car ce dernier est impair), ce qui montre que : |y = (2 —e2)2 "

5 udy U— U L
On pose” alors s = et = 5 5 et { sont c}aﬁemenb premiers entre eux, et il apparait

2 .2 ’

T=s5 —t

que{ O
1 = 2st

Théoréme 2 1] n'eziste pas de triplei d’entiers non nuls (x, y, 2} tels que 2% +9* = 22

Démonstration :

Supposons par Vabsurde que cette équation a des solutions non triviales. Soii (z,y,z} un
triplets d’entiers positifs solution tel gue z soit minimal. Par minimalité, x, y et z sont premiers
entre eux.

a2 =? — o2

Par le théoréme precedent il existe donc u, v premiers entre eux tels que : o = Jup

{quitte & échanger = et ¥} on a en particulier 2% + u? = v2.

Comme z est impair, et que z, « et v sont bien premiers entre eux daps leur ensemble (puisque
' : z=r? 52
wAw = 1}, par le théoréme précédent, il existe 7 et g premiers entre eux tels que : { w = 2rs
v =124 5%
Mais alors 42 = 4rs(r? + 52). Or r, s sont premier enire eux, donc chacun est premier avec
(v? + 5%). Donc 7, s et (12 + %) sont des carrés, et en notant 7 = a2, s = 82 et (72 + 52) = 2,
onaa*+pt=~%et

=2y <ars(r? st =gt <yt <at ot

Donc 0 < ¥ < z, ce qui est contredit la minimalité de z. O

1. Ce cas est oublié dans toutes les prenves que j'ai pu lire. Pourtant ce cas eat tout 4 fait possible 1 sl 2 = 3
et v = 5, alors le premier cas abowtit 4 une contradiction puisque 2, — 42, 2uw et w2 +v? sont tous pairs. En fait,
on montre ici que ces derniers sont premiers entre eux si of seulernent si u et v sont premiers enlre eux et de
parité différente.

2. Ce changement de variable vient tout seul si on 8orit uw = % — & et (0 —u?)/2 = 25t

Anatole Ertul & Maxime Prodhomme 2



DEVELOPPEMENTS POUR L'AGREGATION EXTERNE

Théoréme des deux carrés

Lecons : 120, 121, 122, 126
[Per], partie IL6
- [Duvl], partie 6.1
Théoréme
Soit p un nombre premier impair, onnote £ = {n € N|3a,b € N,n = a2 + 1*}.
Ona:pelep=1[4.
Démonstration: . , _
. Ziii -
1. Py~ r; 7 T, i . , .
Pour commencer, quelques mots sur Z[i] : on définit 1z “norme” N : ! z=atib = = 522 + bz ;

alors N est multiplicative, ce qui signifie que N(zz') = N{z)N{z} pour tous 2,2’ ¢ Z[i.
Lemme 1

Ona:Z[" = {1, 4i}

Démonstration du lemme 1: C :
C Siz € Z[i]*, alors N(z)N (z7*) = N(1) = 1, donc N{z) = 1.
Orz=g-+ib aveca b EZ,dencaz_—i—bZ =letonalg=0etb==ljou{a= +leth=_0).

O Cette vérification ast immédjate;._; : =

Lemme 2
On al'équivalence : p € T ¢+ p est réductible dans Z[i].

Démonstration du lemme 2:
= Sip = a® +b?, alors dans Z[i], p = (& + ib)(a = ib). , B
Comme Nz +1ib) = N(a ~ib) = p > L onsait que d +1b, a —ib ¢ Z[i]* et donc p est
réductible. S C " " o
= Sip =2z dans Z[il avecz,2’ € Z[i]*,ona: N{p} = N(z)N(z'} = 2. .
Mais on sait que N{z) # 1 # N{Z’), donc N{z) = p. . | ]

Comme Z[i] est factoriel !, par le lemme d'Fuclide, on 2 - )
p réductible dans Z[i] < (p) non-premier dans Z[i] <> Zﬁ] /() non:hitégre

Mais comme Z.[i] ~ ZiX\/ {32 - 1), on a les isomorphismes suivants :
/) 5 2 1 1) = (PP /() = B 1y

En conséquence, p est réductible dans Zli] & FplXl/ (X% +1) non-intégre
& X* + 1 réductible dans ¥, {X]
& X? +1a une racine dans F,

< —lestuncarrédans ¥,

@(—1}%—‘5(;}:1@?;1%} =

L. Le plus simple pour montrer la factorialité, c'est de montrer que Zi] est euclidien pour la norme N, puis de dire que les
anneaux euclidiens sont factoriels {voir en page 77}.

2. Je tape les explications pour un isomorphisme, adaptez cedi pour trouver les autres. Ce passage me semble absolument
indispensable & saveir rédiger pour pouveir présenter ce développement.

Y
Notons 7y : ZX] — Z{X}f(Xz +1) €8 7p Z[X}/’(XQ +14 = (Z{X]f(xz + 1)}/{?) les projections canoniques.
AlorsKer mporye,y = f € ZX]|Buc Z[X] f =Fu; = {f e ZIX|[Fu,v € Z[XL, f = pu + (XZ+ 1) 0} = (p, X2 +1).
P +
Fis comséquence, ZX/(5, x2 4 1y = (ZX/(x2 1))/ = 2,

Florian LEMONNIER . : 1 KNS Rennes — Undversité Rennes 1
Dhiffusion & ifre gratuit uniguement.




DEVELOPPEMENTS POUR I"AGREGATION EXTERENE

Corollaire

Soit n € IN*, qu'on décompose en facteurs premiers:n = [ | p*7(") (o0t P désigne ensemble des
peP

{ nombres premiers).

Onaléquivalence:n e Zw (Vpe Pp =34 = v,{n) =0[2]).

Démonstration :
Lemme 3

L est stable par multiplication.

Démonstration du lemme 3:
En effet, on sait déja que n € £ & Iz € Z[i],n = N{z).
En conséquence, si 7' € I, alors nre’ = N(z)N{z'} = N{(zz'} € T, _ u

+ On décompose 11 de la facon suivante :

2
(n}

- H pw H py?(rz}\

peEF . peP
\p=siy N/
Carréparfait  Somme de 2 carrés

{lemme 3)
=Soitn =+ e, onnoted =ankd = getb’ :%.

Almsi, & AV =letn= & (a’zwkb’z}
Soit p un diviseur premier impair de 2’ + ¥’ ;.alors dans Zji], on a : pi (& + i) {zz b’ )
— Par V'absurde, supposons p frréductible dans Z.
Le lemme dFuclide nous indique que pi(2’ +1¥) ou que p|{#’ — it') ; mais par passage au conju-
gué, si p divise I'un, alors p divise autre. _
Donc p divise les deux, puis par somme et différence, on obtient : p|24’ et p|2iF dans Z[i].
En passant 4 [a norme, on en déduit: p j4a et pz ]417’2 dans Z.
Mais on sait que p est impair, et donc pla’ et 4 ¥,
Contradictioni
— On peut donc écrire p = xy dans Z[i], avec en plus N(x) # 1 ;é N{y) {ce qal signifie, raopelans-le
que x et y peuvent étre pris non-inversibles}.
En passant 2 la norme, on obtient : p° = N{x}N{y); puis, p étant premier, on obtient: p = N(x).
En conséquence, p £ L, d'olip = 1 [4].
Ainsi, on a montré que les facteurs premiers congrus 2 3 modulo 4 sont “dans” le &, c'est-3-dire
d’exposant pair. -
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