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Théoréme de Chevalley-Warning

Camille FRANCINI

Référence : SERRE : Cours d’arithmétique, p. 12-13 ou ZAVIDOVIQUE : Un Max de Math, p. 32

Soit K un corps fini de cardinal ¢ = p* avec p premier. Donc car(K) = p.

Théoréme 1 (Chevalley- Warning)

Soient Py, Py, ., Pr € K[Xl, ,Xn] et V= {I e K® / Vi, P,L(ZE) = 0}
T

Si ZdegPi < n alors Card(V) = 0[p)

=1

Lemme 1

i — o B
Soit m un entier positif ou nul. Alors la somme S(X™) = Z ™ est égale a { g :;nno?n_ 1o diimale e 0 1

zeK

Convention : 2™ = 1 si m = 0 pour tout x méme z = 0.

Preuve du lemme :

Sim=0
Alors tous les termes de la somme sont égaux a 1. Donc S(X™) = g1 = 0 car on est en caractéristique p.

Sim>letg—1|m

Alors 0™ =0 et 2™ = 1si  # 0. Donc S(X™) = (¢—1)*x1=-1

Sim>1maisg—1tm

Comme Card(K) = ¢ = p*; K* est cyclique d’ordre ¢ — 1.
Donc il existe un élément y € K* d’ordre ¢ — 1 donc tel que y™ # 1.
Alors S(X™) = Z g = Z T =g SXT,

zeK* z€eK*
Soit (1 —y™)S(X™) = 0 donc S(X™ =01

Preuve du théoréme :

e Soit

T
p=]J0-F)
i=1

Soit z € K, avec z € V, alors Vi P;(z) = 0 donc P(z) = 1.
Siz¢V,alors 3i / Pi(z) #0

Donc par le théoréme de Lagrange : P;(z)?"" =1 ie P(x) = 0.
Ainsi P est I'indicatrice de V.




e De plus pour Q € K[X1, .., X,], on pose :

g—_— Z Q(.’El,..,.’tn)

(11,..,1}11)611("

Alors Card(V) = S(P)[p] (S(P) = Z 1+ Z 0 et on utilise la caractéristique p).
zeV z¢V

11 ne reste donc plus qu’a montrer que 5(P) = 0.

.
e Or comme ZdegPi < n alors degP < n(g — 1).

i=1
Ainsi P est combinaison linéaire de monéme X = X7*.. X" avec

n
Z a; < n(g—1). Il suffit alors de prouver que pour un tel monéme S(x°)=0.

=1
n

Or §(X°) = HS(X?"). Et comme Zai < n(g—1) on a au moins un des a; < g — 1. Donc d’apres le lemme
i=1 i=1

S(X2%) =0 donc S(X*) = 0.

Dot le résultat : S(P) = 0 et donc Card(V) =0[p] B

Démonstration détails: S(X..X5") = S(X)..5(X*)

a o o
S(X . X0™) E 0 g E Lo 5 e
(21,..,2n ) EK™ z1€K (z2,.-,zn)EK™—1

= B X)...5(X%)
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Théoreme de Molien

Camille FRANCINI

Référence : LEICHTNAM : Exercices corrigés de mathématiques posés a ’oral des concours Polytechnique et des
ENS Tome Algebre et Géométrie p. 95 (ou PEYRE: L’algeébre discréte de la transformée de Fourier : Niveau M1)

Définition 1
On note Ay ’espace des polynémes homogenes & n variables de degré k.

Théoréme 1 (Molien)

Soit G un groupe fini de G£,,(C). On définit une action de G sur les Ay, ar = dimAy et ax(G) = dimAkG.

Alorson a :
> a(G)X* = }:
= |Gl det(] 9X)

Lemme 1
1 +oco
1, —— = F
Pour |z] < 1, = I;)akz

Preuve du Lemme 1 _
Ay admet pour base {X}'... X2 /i1, ..in € Net i1 + ... + i, = k}. Ainsi

ar = dimAg = card{ (i1, ...,in) € N* /iy + ... + i, = k}

+00 &
D’une part, pour |z| < 1ona: <Z zp> = {

)Tl
p=0
D’autre part, le produit de Cauchy de ces n séries entieres donne :

-5 5.

p=0 k=0 \i1+...+i,=k

1
1—=2

i 1
Donc ay, est le coefficient de 2* dans le développement de (1 )*. Done :
-z

ZGLZ 1—z> |

k>0

Lemme 2

Soit V un C-espace vectoriel de dimension finie n. Soit ¢ : G — GL(V) un morphisme de groupe. On note
VE = {v e V/p(g)(v) = v, Vg € G}.

Alors:

dimV ¢ = le Z Tr(p
e

Preuve du Lemme 2

On pose pour cela : 1 Z (g
geG
Alors, on remarque que Vv eV,YVhe Gona:

#(h)(po(v) = 177 G| > elh)e

g€eG




Mais g — hg est une permutation de G et ¢(h)p(g) = ¢(hg)
Nous avons donc que go(h) (pe(v)) = pa(v) donc pe(V) c VE.
De plus, pour tout v € V¢, on a : pg(v) = v, donc pg(V) = VE.
Comme ¢(h)pe = pe pour tout h € G on apgopc =pc-

Ainsi pg est un projecteur d’image VE et donc:

rg(pe) = dimV¢ = Tr(pg)

Preuve du théoréme

Etapes :
1) Création d’un morphisme o entre G et AutA tel que Vg €G oy induit un automorphisme sur Ay

tir du 1 1 t <1 T
2) A partir du lemme 1, on montre que pour |z| AT =20 Z r(gx)z

3) On conclut alors sur 1'égalité.

Etape 1 :

Soit (e1, ..., €n) une base de V.
Pour g € G, on définit o4 tel que si g(ex) = Z ujnej, P € A, on pose

1<5<n
(P)(Xl, .., Z U]’1X_7, Z u]"an)
1<j<n 1<j<n
Soit o : (; : AI;t 4 (ie 04 = o(g)). Vérifions déja que I’application o est bien définie. Déja:
g

7, ooz [P) = oylog(P))

:JQI(P) Z uj,lva'-'a Z U]',nX

1<j<n 1<j<n
= 04og' (P)
De plus on a o7 = I donc Vg € G, (04)”" = 04-1 et on a donc que g, est bien dans Aut(4)

De plus Vk € N, Vg € G, on a 04(Ax) C Ax. Or A est de dimension finie et o4 est injective.
Donc o, induit un isomorphisme de Ay que l'on appelle gy (= 014,)-

Etape 2 :

+00
On sait que 0 < ax(G) < ag, donc (d’apres le lemme 1) la série Z ax(G)zF converge pour |z| < 1.

0

De plus, d’apres le théoreme de Lagrange Vg € G, glG{ =1. Orle polynome X6l _ 1 est scindé & racines simples
sur C. Ansi, g est diagonalisable, il existe donc u € GL(V) tel que : ugu™ ! admette une matrice diagonale dans la
base (€1, .., €n). Alors, comme : o4, (ugu™") = 04, (w)o|4, (9)0|4, (u™!),ona:

Tr(gx) = Tr(oya, (ugu™"))

A 0

On peut ainsi se ramener au cas ol g € G est une matrice diagonale dans la base (€1, .., €n) :

Les \; sont de module 1 (car g|G| =1).

Ainsi pour |z] < 1 ona:
: 1 n 1 n [/+oo +o0
_— - pP.p| — p
=~ M =11 (X ) - X

i=1 i=1

[N}



Avec v, = Z )\]fl.../\f;‘ (produit de Cauchy des séries)
ky,...kn €N,
ki+..4kn=p

Or gp(XF1.. . Xkn) = AB2_ 2k X’“ XEn,

Ainsi v, = Tr(g,) et donc ——— % t(I ZTr gr) 2k
Etape 3 :
G —= GL(A4)

Pour tout k € N : ¢ est un morphisme de groupe.

g = 9k
Ainsi, on peut appliquer le lemme 2, et on a:

ax(G) = dim AG)_ ZTr(gk)
gEG

Donc pour |z < 1 :

+oo
]Gl Z det (I — zg) I;)ak(G 2

Bonus :
ap = P
v p+n—1
En effet on a Za 2P = (;)" et (L)(n—l) (71 Z(ID+ n—1).
B 1—2 1—2 (1- ~)n

p20
Ainsi en associant les deux on obtient :

(p+n—1)..(p+1) _ ( P )

Life (n—1)! p+n-—1

p+ 1)2P.




