








Théorème de Chevalley-Warning
Camille FR.e,NcwI

Référence : SpRRp : Cours d'arithmétique, p. 12-13 ou Z.nvIDOvlQUB : Un Ma:c de Math, p' 32

Soit K un corps fini de cardina^l q: pk arec p premier. Donc car(K) : p'

Soient Pl, P2,...,P, e K[X1,..,Xrr] 
"t 

V:{r €K" /Vi, P;(r):O}

Si ldeg.A < n. alors Card(V) = 0 [P]

ti= 1

Lemme 1

§- D , . f -i sizn )letdivisibleparg-1
I Soit * un entier positif ou nul. Alors Ia somme S(X*) : D *^ est égale U t ; .ffi.
L- c€K

Convention ; fr* :1 si nz : 0 pour tout r même r : 0.

Preuve du lemme :

Si rn: 0

Alors tous les termes de la somme sont égaux à 1. Donc S(X*): q*t: 0 car on est en caractéristique p'

Sirn>1etq-1lrn

Alors 0* :0 et n*:L si rl0. Donc S(X*) : (q- 1) * 1: -1.

Sirn)lmaisq-llm

Comme Card(K) : q: pk I K* est cyclique d'ordre q - 1.

Donc il existe un élément y € K* d'ordre q - 1 donc tel que Y* + 7'

,nto..@*æ*:y*s(x"').
c€K* ,€K*

Soit (1 - y*)S(X*): 0 donc S(X^): 0. I

Preuve du théorème :

o Soit

P: f[(1 - Pf-')
i:1'

Soit r € K, avec r e V, alors Vi Pi(æ) :0 donc P(r) : 1.

Sir(V,alorsfi lPi@)10
Donc pa.r le théorèrne de Lagrange : Pi(r)o-t: 1 ie P(r) :0.
Ainsi P est l'indicatrice de ÿ'



o De plus pour Q € K [Xr, ..,Xnl, on Pose :

S : » e(q,..,rn)
(cr,..,r.)eK"

Alors Card(ÿ) = §(P) hl (§(P) : D t * f O 
"t 

on utilise la caractéristiquep).
æeV ,4V

II ne reste donc plus qu'à montrer que §1f; : g.

r or comme Do"te ( rz alors degP < n(s- l)'
i=1

Ainsi P est combinaison linâire de monôme X" : Xl'-.Xf;^ avec
n_

f on a n(q - l).Il suffit alors de prouver que pour un tel monôme S(X') : g'

i:Lnn

Or S(X') : flS(Xr''). Et comme Dq a n(q-l) on a au moins un des o1 < q-1. Donc d'après le lemme

i=l i=1

S(Xn"') :0 donc §(X') : O.

D'où le résultat r §1f; : 0 et donc Card(V) : 0 [p] f

Démonstration détails , s1X7',..Xi^) : S(X"',)....9(X"*)

s1x;'..x;-; » rî'-a**:I"i' » xT'-æ1"
(cl,..,e.)€K- (o2,..,o.)<Kn-l

: i(r'')...r(r"-) I



Théorème de Molien
Camille Fn.e.NcrNt

Référence : LprcnrNnu : Exercices corrigés de mathématiques posés à l'oral des concours Polytechnique et des

ENS Tome Algèbre et Geométrie p. 95 (ou PpvRÉ: L'algèbre discrète de la transformée de Fourier : Niveau M1)

Déffnition 1

lOr, ""t" 
ep l'espace des polynômes homogènes à n variables de degré /c.

Théorème L (Molien)

Soit G un groupe fini de çL"(C).
Alors on a :

On définit une action de G sur les .A;., or : dim,4* el a1r(G): dim,4f;.

!a*(G)xe: àpErÉgx'

Lernme 1

r*-
Pour lzl < t, 

O: zy:D"n"o
lc=O

Preuve du Lemme 1
Wî'...Xliltr,..i, € N et i1* ...*in: k). Ainsi

or : dimr4r : card{(ir, -..,in) eN"/i, + ... * in : 1ry

D'une part, pour lzl ( I on " , (i r') : f*l
\p=o /

D'autre part, le produit de Cauchy de ces n séries entières donne :

Donc o1 est le coefficient de ,k da.rs le développement de t*l Donc :

»
k>0

a1,zk : t*l

+oo \n +æ / \

D*l:»( » ,l,o
p:o / *:o \i,+...+r*=r ,/

Soit ÿ un C-espace vectoriel de dimension finie n. Soit rp : G -+ çL(V) un morphisme de groupe. On note
Vc : {u e Vlgk)@) : u,Ys Q G}.
Arors: 

dimÿG:àà*,r,r,,

Preuve du Lemme 2

on pose pour cela i pc: *»16llvl 
-sec

Alors, on remarque que Vu e V,Yh € G on a :

I

Lemme 2

p(h)@c @)): Ë » r, h)ç(s) @)



Mais g r-+ hg est une permutation de G et g(h)pb): e(ns)^
Nous avons donc que e(h)@c@D : pc(r) donc p6(l/) C VG - 

^
De plus, pour tout u € VG , on a : p6(u): ur donc pc(V) : VG .

Comme ç(h)pc: pc pour tout h € G on a pG o pG : pG.

Ainsi p6 est un projecteur d'image ÿG et donc:

rs(pc) : dimvc : rl(pc) : à à"',r,r,,
Preuve du théorème

Etapes :

1) Création d'un morphisme o entre G et AutA tel que ,n 
:, 

as induit un automorphisme sur ,4t

2) A partir du lemme 1, on montre que pour ltt ' 'r r 
- Ifr(r*)r*er \ r' 

der(I - zs) i=o
3) On conclut alors sur l'égalité.

Etape 1 :

Soit (e1, ..., er) une base de I/.
Pour g € G, on définit o, tel que si 9(e1) : I ui,nei, P e A, on pose

7<j<n

on(P)(X1,..,Xn) :P( » ui1Xi,.., » ui,.Xi)
7<j<n l<i<n

G -+ Aut/Soito: " : (ieoo--a(9)). Vérifionsdéjàquel'applicationoestbiendéfinie. Déjà:
9èos

onoon,(P):os@s,e))
/\

:os,(P) { I rr,,xi, .., I ,r,,r, I
\,sis" t<i<n /

: osos' (P)

De plus ot7 a or:1 donc Yg e G, (or)-' : on-t et on a donc qûe os est bien dans Aut(A)
De plus Vk e N, Yg e G, on a or(41) C Ap. Or.4r est de dimension finie et o, est injective.
Donc o, induit un isomorphisme de Ap que l'on appelle gk (: oV).

Etape 2 :

On sait que 0 ( ar"(G) <o1, donc (d'après le lemme 1) la série f orq)"o converge pour lzl < 1.

0

De plus, d'après le théorème de Lagrange Vg e G, glcl:1. Or le polynôme ylcl - l est scindé à racines simples

sur C. Ansi, g est diagonalisable, il existe donc u € Ç L(V) tel que , ugu-r admette une matrice diagonale dans la

base (e1,..,e,). Alors, comme : o6u(ugu-t): o4r(u)o1e*k)oéo(u-1), on a :

Tr(91 ) : T'(o 1e^(uou-l))

On peut ainsi se ramener âu cas où g € G est une matrice diagonale dans la base (e1, , *, , ( ; ;)
Les À1 sont de module 1 (car glcl : 7;.
Ainsi pour lzl < 1 on a :

I

*ë6:y*:IË^r*) î.,*



Avec or: » ff,...ff" (produit de Cauchy des séries)
kt,"'È*€x,

&1{..}tca=p

or sr(x!' ...x*^) : \1, ...xÿ xf, ..x!".
r *oo

Ainsi u, : l}(sp) et donc *-;_;;:D*bn)roft=o _
Etape 3 :

Pourtout/ce N:rp: : I çL:Aù esrunmorphismedegroupe.gègk
Ainsi, on peut appliquer le lemme 2, et, on a:

al.(G) : dim(,4f) : 
à à*,r-,

1 \- 1 _i-
@ kd"t7;il:lax(G)zk

Donc pour lzl < 1 :

r

Bonus:

o': (o*"-')

En effet on a\arzp: t!)"et (-L;t'-'l: ffi: i«, +n-t)..Qt*r)zp.
p>O - \- p=O

Ainsi en associant les deux on obtient :

* : @ * "r;')i;? *') : (,. r" 
_ r)


