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Développement: Théoréme de Molien

Justine VELLY & Joséphine BOULANGER
8 octobre 2015

Référence : Gabriel Peyré, L’algébre discréte de la transformée de Fourier

Notation : Soit G un sous-groupe fini de GL,{C). Il agit linéairement sur C[Xy, ..., X,,} via :
VA e G, VP e C[Xy,...., Xy), AP(Xy,... Xn) = PHA™™(Xy, ..., X0)))
= P(t(z?zl 1,5 Xy oo E?:l 5 X))

n

qui est une notation pratique pour dire gue 'on substitue Z o;;.X; a X;, si 'on note
=1

A7 = (@i ggns
Soit Vj le sous-espace (de dimension finie) de C{X7, ..., X, des polynémes homogenes de degré d.
On remarque que V; est stable par 'action de G sur C[X7, ..., X], ie

(une substitution linéaire des variables dans un polynémes homogenes reste un polyndme homo-
géne de degré d).
La restriction de I’action de & sur C| X1, ..., X,] & Vy induit un morphisme de groupe

pa + G = GL(Va)
g = plg): (P g.P)

On note VF = {P € V;,Vg € G,g.P = P} = {P € V3,Vg € G, pa(g)(P) = P} 'ensemble des
polyndmes P € Vy invariants sous P'action de G.
Théoréme 1 (Théoréme de Molien)

i 1
— Y —— dim(VF)
G 2, dei(T Ay ~ 2 m(ve)

C

xqg : G =
A = Tr(ps(A4))

Démonstration: Posons

On a d’abord besoin du lemime suivant :
Lemme 1

dim(V§) Z x(g
gEG




Démonstration: Soit Rg = Z palg
Gl %%
On va montrer que Hg est un profecteur sur VdG, c'est-a-dive que Im(Rg) = Vf et
R% = Rg.
Montrens tout d’abord que Im(Rg) =
Soit y = Rg(x) € Im(Rg) Alors, pour tout s € G, on a !

PUs)w) = pals) ey =3 plg)(@))
ge@
L3 pu(s)(pale)(@)  per lindarité de pa(s)
lGigGG

Z pda(sg)(z) car pg est un morphisme

= il| pa(h)(z) car g € G — sg est une bijection de G sur lui-méme
heG

= Rg(z) =

Done, y € V.
Réciproquement, si ¢ € Vd(G), alors pour tout g € G, pg(g)(z) = z et done,

Zpd |G|Z$ XIGI =z

g€G geG

et donc z € Im(Rg).

Ainsi, Ry est d'image VdG.

De plus, le calcul précédent domne R% = Rg.

Done, Rg est un projecteur sur VJG.

Alors, en écrivant la matrice de R dans une base adaptée & son image et 4 son noyau, on
obtient que Tr(Rg) = dim(VF).

Or, par linéarité de la trace,

Tr(Rg) = S~ palg)) = Z Tr(pa(g))
IGI e 1G] s
xa(g)
Diou
d“n T/ci' ) = IGI z Xd(g)
gedd
Lemme 2

Pour tout A € (G, on a Pégalité des séries suivantes,

1
— = A*l id
det(l — 1A) %X‘*( )

Démonstration: Comme & est fini, on a d’aprés le théordme de Lagrange, X — 1 qui
est un polyndéme annulateur pour tous les éléments de G. Comme il est scindé & racines
simples, les éléments de & sont tous diagonalisables.

Soit alors A € G, et Ag, ..., A, les valeurs propres de A. On a :

det(jl_ tA) 11 T—in H STakE =3 ( > Ai“...,\gn) Lk

i=1 " i=1 k>0 E>0 \ky+...thn=k

.,



ol la derniéres série est obtenue par produit de Cauchy des n séries.

Soit un élément de la base canonique de Vy, Xf‘...X,’f" avec k1 + ... + k, = d.

La trace est invariante par changement de base, on peut donc supposer que A est diagonale
(avec les valeurs propres dans 'ordre de leur numérotation).

On a alors

pa(A™D(XFL XY = (0 Xn)R . (A X)) = AR A (xR xrkay

Donc )\If‘ ...2En est une valeur propre de pa(A~1)

Et donc,
xd(AT) =Tr(pg(A™)) = 3 APk
kit hn=d
1
Dot —————==3 "1 S AR Ak =5 (A
det(I —tA) = (k1+...+k,,=k S k>0
ce qui fallait démontrer. [ |

Pourlconclure, il suffit d’écrlire
—_—y — = xa(A™Ht  lemme 2
[Gl% det(I — tA} IGIE(%

1
= Z (Tal- Z Xd(A"l)) ¢t car 'une des somme est finie
d>0 AeG

= Z dim(V,F)t? lemme 1 + inversion est une bijection de @ sur lui-méme
d>0



Développement: Théoréme d’Erd6s-Ginzburg-Ziv

Justine VELLY & Joséphine BOULANGER
8 octobre 2015

Référence : Maxime Zavidovique, Un max de Maths

Ce développement consiste en la preuve du théoréme d’Erdés-Ginzbur-Ziv. On commence par
rappeler-le théoréme de Chevalley-Warning, qui est un outil essentiel de la démonstration.

Théoréme 1 (Chevalley- Warning)

Soit g une puissance d’un nombre premier p (q = p*). Soient f, ..., f, € FolX1,..., Xy, vérifiant
la condition .
> deg(fi) <n
i=1
Alors, en notant V = {x € F?/fi(z) = ... = f,(z) = 0}, Pensemble des zéros communs aux
polynémes fi,..., f, on a :
V| = 0[p}

Venons en maintenant au théoreme d’Erdés-Ginzburg-Ziv.

Théoreme 2 (Erdds-Ginzburg-Ziv)

Soitn € N*, et ay, ..., Gan.1 des entiers. Alors, il existe des indices 4y, ..., 1, € {1,...,2n— 1} tels
que

@y -+ Q. + ...+ Q;, = O[ﬂ]

Démonstration : Notons EGZ I'ensemble des entiers n € N* vérifiant le théoréme d’Erdos-Ginzburg-
Ziv.
Plus précisément,

EGZ = {n e N,Vay, ...,azp-1 € N, il exite des indices iy, ...,y € {1,...,2n—1}/a; +...44;, = O[n]}

Le but est de montrer que EGZ = N*,
Pour cela, on va procéder en deux étapes. On va d’abord montrer que EGZ contient tous les
nombres premiers, puis que EGZ est stable par multiplication, comme chaque entier peut se dé-
composer en produit de nombre entier, on a FGZ = N*,
/f (e il s
1. EGZ contient tous les nombres premiers :
Soit p premier et aj,...,azp—1 des entiers. On travaille dans I, et on considére les deux

polyndmes
2p~1 2p—1

fi= Y @X[T et o= 3 XV

=1 i=1




Alors, comme deg(fi)+deg(f2) < 2p—2 < 2p—1 (le nombre de variables), on peut appliquer
le théoréme de Chevalley-Warning. En conservant les notations du théoréme, on a done,

p| VI
Or, (0,...,0) € V donc |V| > 2.
Donc, 11 existe (21, ...Tgp—1) € V non nul, tel que
fl(wli-"stP—l) = f2($1: -~';3;2p——1) =0
Or, 77! = 1 dans F,, si et seulement si, = est non nul dans Fp.

Notons alors
W={ie{l,..,2p~ 1}/=z; # 0}

On a alors L
fa(@y, ey wap-1) = Y2l =W =0
icW

Or,1<|W|<2p—1 Dong, |[W|=p
Donc, en notant W = {iy,...,4p}, on a

2p—1 p

e Pp—1 _—
fl(a;ls "‘12:2]3—1) = a‘ik ik = E ‘ik = O
k=1 k=1

c’est & dire

ai, + ... + oz, = 0[p]
. EGZ est stable par multiplication
Soient m,n € EGZ. On veut montrer que nm € EGZ.

Soient donc ai, ..., @apm—1 des entiers,
Prenons en 2n — 1. Comme n € BEGZ, il existe un ensemble I; d’indices, de cardinal n, tel

que I; ¢ {1,...,2nm — 1} et
‘ Z ; = 0[71]
4
Considérons ensuite les entiers (a;) avec i € {1,...,2nm — 1} \ I . Prenons en 2n - 1. Il existe
alors Ip tel que Iy C {1,...,2nm — 1} \ 1, |lz| =n et

> 0 =0[n]

i€tz
Terminons le procédé aprés avoir construit V’ensemble d’indices Iom,-1, ce qui est possible
car au bout de 2m — 2 étapes, il reste

2nm — 1 — (2m — 2).n = 2n — 1 entiers

Pour j € {1,...,2m — 1}, soit ¢; défini par

E Q; = NeCy

icl;
Alors, comme m € EGZ, on peut finalement extraire un sous-ensemble d’indices J tel que

> e;=0[m]

jed

> ai=n Y ¢;j  =0[nm]
jeliel; jed
[Sg—
divisible par m

Donc, ces nm derniers entiers répondent au probléme posé.
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