4

-

‘ackiona de greuped aor les wipaces e omafrices

Exe’.nr. Pim cl

Ceadre : On 82 _Uwﬁ.n.ﬁ 40T LD dpoc E (F sceva wuealuciiesmeat

PO o ., - b . - n r= . ¥
s deciigme wpile yalor ) dz dimemion Fare, On 4e Cixe v,_uﬂ..fnfs Jprepeation B St Hovua hygpuplan o T oF 4elf I

Un teipd iK(= R oo ). mm.ﬁd fed qve HeiQa - Seut CEGL(E), ugFid _.&m.“_‘cm -
HnﬂMquv:ﬁnﬂWFﬁ ﬁﬁhlmb.mkﬂ,,_u: . . Uiy = mLI C s wn Al Foos BV B geat mu.nmcm IR e
erimblien o anchivatien , A A ~ ) - - il b Ht
Hobtivaton 47 ©Oa 4V aberebe & e g cfuiisa da .m..m.alﬂf.vxw Lia i vy ) ket ﬂ.»u \\.‘ﬂ u\u C.; b ﬂuc.w nfnrm.(w..yr..f or .a R R ., .x “m
PRaoe = b g A= 1>:Wv ot b _..NP._ ﬁ‘zﬂq .wv WH Lo(u-d ﬂwv oy ﬁﬂv ﬂl‘\fn.‘”v} tS\%..f_ﬁ\Xl ,.)n?mw - ﬁmxl.vﬁu\l L
DeFiaibion /gy fhien 3 ¢ i (Y g it 4 ) . P UL PN M P N ! ) s
tbio \ﬂqﬁﬂ& Cien 2 7 G.P.J:—Av ag it d¥e HA(Ws) P =Y jq¢ M, Qe rof gue ¢ o b V= EE kauxiun.ﬂ%?vn u,. i

malFiphcation & goashe 1 G, () FLOH— Balle) | oy . -
Nﬁu , MY — P wne Lo wewdac ble e P ?rnrﬂn.»ﬁ«.

Sn ﬁvhrﬁﬂ dac Fien P Eracdlabios o fanche . . oo
On pout awsal Pk vae achioy par fromsfeties o deede ﬁ/m
G Lo (1<) % I (iK)—> WK} o

(® , H) —> Hp" ©O) Ly Hord gui O St ore Teervedtien Fhgpe: g B

V.nl..\ﬂm:. :.‘.r.ﬁ.a .w : O non .m( TP S ﬂﬁ»hﬁl &ﬂ pw\n‘fmrvﬁi.mm YR LN et a&.. 0:..0“ wn. V i

hgo & commameunl P v» Aombie & fevod AT ament Propats Fion AT E?F,:L&\w o Crongvectiu, ef LL&??.«:%.:

[ i

Croisanf & mmeivTe Viadiee  oogee,-te .
€ xam ,ﬁn.“. : g.l_,w..ww . S - e gandan b Gla (1<)
pe A= ©3 3¢ wF one NS Py FQIM,O.)?&LN . i RN
DM,.M.W .‘wu Can el cidation iy i ” . v Blogy ©a &
Ao ceXion S . @a pest TdATuia s Aggiere Linetve deua mva@mvnm._.w..cb s Seib G0 snl,...ﬁ._“ﬂ.. . 2 : m,.n.,..\ﬁuwmu
- . - . Y SR (Dot & denf Qomg B e o b _,ﬂvmuhuﬁ 22
Fofme achelotns on  temolent @ I p fo o dea WY
Baempe § @ Ioetdyeg=3 o [N DaFiatbon Az . Si wre mafiie a,riemzm. e cfennas
d = g — - i S 1w of
u.lm A.WHVU-N lH%n|l\n\m&{f € nﬁ 0&.03».‘ iz ﬁﬂﬁl\r\wh\ﬁ wv.ﬁ\r\qt.wl PYRE R 4 ol = .mm\. & ‘lmﬂr..wl.ruw. o
€= - ﬂ—(f.. Rowcin ot rﬁ\wkﬂnr&m ﬁﬂv%ﬂ}_\ nmc.ru - MM!,..M‘.& m..u e _J
: . Kold o AF o= s LFol @ wf <dwaionnga Beival
ﬂﬂo«u&"fe) 6 : VRS (K) 3 PEGL.lir) e gve PR AT Wr& ool on b n.m\..n m, 6\«1 v o
NFT.N fu nae . Touie ec ﬁl.!e Qehmat s Ao iwe _T....., e aﬁr._.._,sﬁ?v mnr.n!rﬁﬂh A% = f w\rm. 4 - e nvl\rﬁ.vﬁ\ﬁﬁb‘r.w..k! n.ﬂn..f\r.« &
Una  wm i brie dohelvnme ) rm pol bt .w
L) Coceben & CLK) . Pes poskion bt L arg = qu e ek maloie sdelones
I.w“.,?r?o»ﬂ.ﬂ Comuilve by mafrie do pettoge O (el que P8 i e N
Ww ..Ml .)ﬂf we ulr.. ., . - v - .. - o . B
I3 chelornte wt cdalele pose everd PR»= p [PRLCIEN R wgve R | L R bove

AV Weune dow  an genscabase M GLACIK).

[N AP T Fpropositin & © Soif SRVR Tam.rnwr« s B =
Ak € Glig) Tek qve uj, =idy - les Congnbioms dudvartar At
&4 vakaty - 4} 054 dobo = x#A 2 U aduel vre Vel g Azd

3) O~ 4 .H.Dvﬁc1m.“: &I ...&Vo.tv vez he coveankie , v a pat . R
e . C P, ay . or D e

rereateie ﬁ/o el AEEKY y
b v«k.\q - i - - B o
On 8 gve o at EW /AU LAl \ On £ appelle £Twelio- & Shaiaily
4l 3 o efedien hypecple H, & deok B, Remon qvR i - GelRe aclon tradadt Y chsmgeat &

- IC Aelbion & mw..n?m;.;.“@
4) Rany el orip e _
Dz Fladton / fﬁﬁ@ﬁ,r\wﬂ, Wf...:. A8 ¢ ﬁ“ﬁ)mZﬂw ~ m\hqu ﬁm,«ﬂ_u P&,mr oy,
Mo plR) P (GLaliR) ™ Glp(iR 1) % oy — m..‘,\,gm.,ﬂ,u

i . )
] TP pekh AL : - . - .
“ e cuw M peat el @ 7 Tanad vee Pasie wn n..,e.‘_ﬁ..:i;r.._?ﬁem\w;ﬁ

- P
- e




. - —
S N ! = t
o d § wod repgwyy BOJ .w_@ @4=2 Y PR 2R AW e p —
LA %d\lu _ . : g ™ oA 4ms,. w..nda .ﬁ\nn.h £ T md).mu “\w:.\wu - ﬁ %.mn‘ ...\7;)& Uuh...w.dv
“W xu.u— \_n_r W.lfx)aw ) U..‘.V.,nx\u ﬂ.“._.. M‘mw % U% .._ __Oﬁu.m_ﬁ mt\,&uslw.r_.ﬂ w«..vqu uu %iu.v .N..JuC...uWU,JU i.mg_)_u ﬁ,@y f‘.\t.E....\u ﬁ y ,_uIM)‘.II._
, TR OPREIWIY 2y epeeoe AVI(T 3 e (W) Moo W% vy v
: LV . . - . fw ) p \
| W e, IR T |
| 2§ ey (708 3 N =W A N0 pom e » miay=~ 7o (9] Tpueg C 2 T oo |
| ; Fago s = ’ - B
! v -y . .t 4 ; A e S
| ﬂ»¢ /uevmn_ua_umu soy ) 4T § o D ispwes W pd mviad weeNen o w BT (¢
” J Y Vw L ._ ﬁ../.ﬁ.wv_rw P oawwvion L
wpme ggidan || by TVRY Qe 9 wmwa Pvo 2@ve 3 wOond vengn d@ oy C-usd 1S 9T sezuszyy i
s A | sab P T 2™ e w.:n.:\m*oe vop .
aE - g N F B G 1! d SR I ﬂqu.u UM R 2Rl T1040 B
W m U.)w. @\U.._ ﬁmv.NM nw fa} t..y.._h.m uﬁréyubavmu@m Cﬂ...b..,uﬂ&h,b@ M.O ) hwt Ay DYV -.Nﬁ. JJ..w “.‘.ﬂmﬂ. w.ifdg/ﬂLMu.”V
faid . ‘ i TN 3509 4w =) w90 7 ceso
: . ) T .d...lw - 1
F o J;_.anrﬂ_t LR R mO > PR e 7 w..__.smuﬂu,amuni .@@ ™ ﬂh@ _
D spp e (MIVHI B e aup s hg VML R L aed wRvesp D 210 TP T rvmzupw g WO
M v LB e rd v oy vD Lk .,..a..LJMu,q_.a.n_Q - vy w2 foss v T e ¢
g wBogp WU A B MY wwy e g oy | 302 T vy @ T (W) 0 TR 30 P ey e oy
AperpereBm rp e (MIYR2 Y e L A A GAE IR Ea | ST R L B c AN RO A A d196 0 hT ezaezy |
.T.‘Z%Di%/ﬁw. W .3)0& Fng e ﬁu_uc.& Ladias ul.\cwwu L«\m hﬂtw r.l«h..u R % .«.ﬁuwﬁ,,ﬂluﬁwnul...@ ~
poefamyp v g pead saprelafves wq T kg 2nbamwzy CEpmrun e 2fBoindey (2
S PR i R eV un._.Ju B 4 .Jm. P TP dbey L, ey w\n.\..mlxﬂwi.:.u?.w.v\m, 3“..,.,.«.3.._._..:.
Do e Wy WP Byigwee wRQ ¢ OF $29ma Y] womeg ¥R XY YTy Prasde o g TR
YormBaltvon - YA A e “Twr
wd o3> mu_‘.nwnunv "o _emr% i (W au. ) Aﬂt bhyad - TTFD 2nk SO
' - ! (A% < (o.n&w_ctx (WY D e () iz g w Seoer Y vee o yeevaieen
v . R R R LAY Ty ’ 37,
wd (V) v 2BR (MY g7 VIIdeIe/maNa v P vy vo Mo Quczw¢ gvews s o yendd gl
re =2 v 3 . " , |
caﬂﬁumvwfau wd 2 iRY TN ﬁu@ N o9 med fﬂwu .Vm..c = i B TOT varre :&&ﬁ
L e e Yo v §._ddnw x| v..wu._.u@.r\v{ pe g .mL\DN. 2} ) =y MD‘.uOlW k% Cﬁ..nJan.‘u,Wt._UJ.w\«d A R m
(I m=sv) YPIe—Ctp Pam\TRE T ST very v yaq 2 2y By e Dy w |
N < - T * ’ j
reabdun ey ey C vEsd gmqimeas ed] AP ET oo we.b«. T caygyarh: e w o voowg | C
734 “ POy J e ___,_.‘_u 12 P ey o magmy PHT WL Pon s Rl L Yaad ~0 AUS%...ZU& dems ot nl TRy £
M_.n.., .n..‘.mmﬁ du.,@u.saa.z R e T R T_wu AV N AR o zq ) ) Cegveya 1
Gty A P ~2 :
| ¢ Q w awrunRewp b ey RS SV ER ab g v mS_...f..w.ﬁ S LA B S SIES B B
& Yp dmir e v . FRIp | P 1EP 1P e uyva g - —e ¥ o Y3 e ve T €1 veigivas R
| . d B e e L Q1329
" - !

7:‘ I P



!

GRES b 2o

m ﬁ:v Pows tour i€ {4, Y, la AugTriebien JMHQ:H_.

e € endomatphids @ ax doov Fr et va endonrcighin
de By nwnf.&cm.
() S P dgsi g G pelyadme inimed e G, an
d Pt i *u. pown Foot ¢ € \w.;..w\ _— .(N{,..\NM

La 4ufe ca polyndacs B, L0y o2 dpnd que
&N. . @ et nom i chern doe \a n..m_wwwn@.‘.i @t.:x!.vb.

N dind Une boade oo the nolrde

m © En peflcalier duat aogmadid
_U I Coiquad |, wnd Mu?ﬂﬂ?&c@ el « | heren i grnai,
] orthogon ede.

el uay Fedved

; P -W _ .
Zeg  smofcices um.ei_L ( $txdz PlxPe — %_V..O&m - GonyY — — g™

Theofdme 42 (ne duction das ,ﬁx&h..,wvﬂﬁg_‘é.
.90@$$¥u : mc,..m. & .@.\rn.\__:,&_(wm\_ . U m%mmu ~n &l
nmirc_.,}&i NET Al H..?._bﬂ\.f © ekl quf...r.m bege
Srthe goasde B & € Fa que |
_ A . S Faul m\ AIER
Loy = © O e L[ -l
- peok Foot § & =8
2, =4 §
¢ i (IR

"'n
VPR
)

"

o

wvmm,f.r,,_ﬁ. 33 On appeite clle dexbe de peljadie sk Remargue 35 . (9~ Erovia ©n rp gan fomnt A4
r.nu.& LAV e s e 4 .‘.a.v(r”&».&r(.rﬁ Ko mu nUAGMﬂQ ﬂv.\-m.m..?ﬁm\.rmv mvngu Une _}&nnulwd\a.nh' \..«bma\\.)nr&m. i
Wmﬂnz:w.,e) 23 e ?,owum“w.m mecteve sempegt® S BT B cbien (R Con gruence
M h 2 A ‘[ei£ - - A s = - . .;.- Ly
© merie ez [T , B s Finition / Popssibion 4 6L, CIR) ogif o= Mt}
o~e | P Gl (KR =R, () — A (K)
\ -1 : ) :
ov P= X,u,b.ﬁu; Xv:f — 4 mﬁﬁmu (e mor—=pnee
< _ ot . Cen
aﬁrr\ﬁmr.m/z Ww A;mN Ir% .-a. N . T . mU ﬂv G\/ mvnn\.\ﬂ.nP nﬂ. .nrﬁ\wl:n..._. mv.\._\ﬁ S uﬂrr\_ﬁb\.fr....n. . o
. ' € Chien S TﬂOGﬁJ.(&V. Su R, VM\,ﬂ a5 45 B ) tricee ditng 1 ez bl
nfr\\.rﬁd?n &L Awlfe do avealionty o gan 0B : i Eilen . R UA e TEIGZL
! e P Luﬁa [At i oo .
B¢ S(E) . (0 exist b Bee € Fed bonk Al congrved. |
[} 2 o & I'4 . — ~ [ i
ﬁmu ) fnﬂm_vﬁ 4 we bt e E G »DP\?E&(.& b - o Cwewed ©a a2z EES.L F. Q)m,mﬂ_ﬂv
m 8 \\l /.AU«.,_._V dlw ﬂ(— ﬁOnF I &;)ng,,sr_unrdug\}m ; h&\ﬂU«. Orﬂ.uw.,.wr...d [ SO
m : - : , v chamging b de bave deng Un2 s ﬂﬂ.w.:n,,,ﬂib,.m.
nGﬂOﬁ_n.F.E ~n‘@ = VP.(.&?. .é?ﬁrﬂﬂrnb\u aont w.u.tﬁ»uwﬁfﬁ\w .L.p,, 0 Do & ocodes M4 mﬁﬁ‘.\m& nﬁr..«kn.wﬂnr«l.._znw(.m nme\ﬁ... Wvﬂ._.bkf
el et h&_.*i‘w)n 470 «\@m&m Al adley _.>¢.z\f,.ﬁ,§_m e 4oy Tudd codi miﬁﬁnv ¢ )ofn\.wl..‘ o r.\nunfﬂfwmﬂvﬁirmf o Un ahoengeeand
3) ﬁvﬂvL,Q B .ru?uwm%._ﬁ@ mvc.a\.g . 3.,‘.0%,2& Smw?ﬁﬁ_ﬂ.g de  bose
DEfinibion 417 Une meliie wbdife a8imafdi I oot (de Quivale )4 70 Soit Gune Foome
€A = mﬂw pove [KE M, (<) «.ﬂcn.rn.errf.,n_,(ﬂ . On aalt Am}m op inf.ﬁm Une &Mﬁfﬁ.{ .c..w
Remacque 42 0 & Yoo moNold w0emded doot i %um.& f&._ﬂ.uo?n ,anvnm_hurv..n_., u.tnla. %ﬁﬁ.ﬂ., —Gou (37 — ot
AreecToieay ot pm.ﬂ.ﬁ..mahiﬂmba: oy A)Lb_i.reﬁ%vrm\maﬁ A& e ov @,. 1o°87 dy ﬂﬂﬁﬂﬁ.ﬂ. :Qﬂ.x.‘..\ﬁ\w _,;n&wmh..b.”rﬁn&..
S %ﬁm\?.L. Une ity &tonmpigs Thoa L <« Type

£)

aliotA ﬁu\..llmu”.n.u,—. n.m.ﬂ..ww. e ,.‘rm.«_vn.ﬁ.m‘ ﬁﬁ\ .Nv i< hw&)aﬂw,Qwﬁ
de le Fofme  guedia Jj:.\ﬁ , CTel Ua davesdonf

Ao Tachon o o yroeaw |

|7




(ray@prv=) (e 7 (H)VP W vweed —

(- -oye 02PN 2745) 240200 e verp> v MMT& _—
PO VDY ) Wd —

o tved ooy

(Prsseas p g mieosB o mpopay mieinp By (90T )
Feioagwl g - EN
_ v wipapenvl ‘pwyre] 2owiazuy AR
zak!wo]d 2 a2 Bdooay A 21iengl Wy Y popery Py ] ¥ 1
vorp=Rasby  Jurelio Cue]
iﬁﬁﬁu .wzm - JD
2yozen 297819 7 2matd 11997
.nJ.vJ Nﬂ__ C / C\u.,m....u .J;.Jn.h...u ﬂ pJﬂvhmuu

YTmeFiz 2\



REDUCTION DES ENDOMORPHISMES NORMAUX

Référence : GOURDON Algébre p. 260

Définition 1. Soit F un espace hermitien. v € £(E) est normal si u et ©* commutent.
Le lemme suivant est valable lorsque £ est euclidien :

Lemme 1. Soit u € L{E)
1. §5i F un s.e.v de E stable par u, alors - est stable par u*.
2. 57 de plus w est normal et Ey, est un sous-espace propre de u, E;\L est stable par u.

Preuve.

1. Soit x € F.

(u*(y))ﬂ:) = (\?/7'“’(3:)) =0
SO \“ETJ

Donc u*(y) € I+ ie FL est stable par u*.
2. Comme u et ©* commutent, &) est stable par! «* donc d’aprés le premier point, E/\l est stable
par (u*)* =u.
0

On g'intéresse maintenant au cas réel : on considére dans la suite un espace euclidien 7.

Lemme 2. Soit E un espace euclidien de dimension 2; v € L{(E) un endomorphisme normal n'admettant
pus de valeurs propres réelles. Dans toute base othnormale B de F on o :

Matp(u) = (g ab) , avec b # 0.

Preuve. Ecrivons :
a

. C
b d

a?+? =a®+b% el ab+ ed = ac + bd

M = Matg(u) = (

particalier (par identification des coeflicients) :

On a donc b = ¢ ou b= —c par la premiére assertion Si & = ¢ alors M est symétrique (donc diagonalisable),
ce qui est impossible car w est sans valeur propre réelle. Donc b = —e. On a donc en reportant dans ia
seconde assertion 2(a — d)b = 0 soit @ = d. :

W}

Théoréme 1 (Réduction des endomorphismes normaux (cas réel)). Soit E un espace euclidien el u ¢
L(E) un endomorphisme normal. Alors il existe une base orthonormale B de IV telle que

A

Matp(u) = Ar (%)

B!

I. si f,g € L{F) commutent, alors tout sep de f est stable par g.



ot pour tout i A; € R et pour tout j, 7; = ((;3 ;b_j) € Mr{IR).
j i

Preuve,

La démonstration se fait par récurrence forte sur n = dim(E).

Sin =1il n’y a rien & montrer.

Supposons alors le résultat vrai pour tout espace euclidien de dimension inférieure & n — 1 et considérons
12 un espace euclidien de dimension 5. Deux cas se présentent :

_Si w a une valeur propre réelle A € R alors on peut considérer Fy = Ker(u — Mdg) et F = E/%. r
est stable par u et par «* (par le Lemme 1) donc on peut considérer les endomorphismes induits Uip
et u?Fqui commutent (car w est normal). Comme dim(F) < n —1 il existe, par hypothése de récurrence,
une BON Bp de I telle que Matp, (ur) soit de la forme (x). Alors si B) est une BON de Ey?ona
B = (By, By} est une BON de F = [** @ I * dans laquelle Matg(u) est de la forme (»).

_ Sinon u est sans valeur propre réelle. Idée : se ramener au cas n = 2 avec un bon espace.
Considérons @ = X? — 2aX + 8 un facteur irvéductible {donc a? — B < 0) du polyndéme caractéristicue
de w (ic x, = @P, possible ici car n > 2}. Posons N = Ker(Q(u)).

Montrons que N # {0}.

n effet, on peut écrive @ = (X — A)(X — A) ott A € €. X est racine de @ donc de y, donc est une valeur
propre complexe de w done det(u — Aldg) = 0. Alors on a

det{Q(u)) = det(u — M d)det(u — AMd) =0

ic Ker(Q(u)) # {0}. N est stable par w et par u* (Iécrire, ¢a vient de uw et u* commutent et que Q(u) est

un polynome en ).
On peut donc considérer v = yy. On a v* == “TN’ et ainsi I'endomorphisme v*v = (u*u)|y est symétrique
réel donc adntet une valeur propre A € R. Considérons z € N \ {0} un vecteur propre (pour v*v} associé
& A. Posons ' = Vect{z,u(z)). Comme u n’admet pas de valeur propre réelle, (z,u(z)) est une famille
libre et done dim(F) = 2.
J* est stable par u car © € N = Ker(Q(u)) donc w?(z) = 20u(x) — Bz ¢ F (#x).
Montrons que /' est aussi stable par w*. La relation (#x) entraine que F' = Vect(u(z),u?(z)) (car 8 # 0
puisque a? — 3 < 0).
On a
wu(z)) =v*(v(z)) = Az e F

el comme u et u* comunutent,

ut (P () = w(utu(n)) = w(Ae) = du(z) € F

ce qui montre que /' est stable par u* car (u{x),u?(x)) est une base de F.

Comme (wp)* = (u*)F, up est un endomorphisme normal, Par le Lemme 2, dans une BON By de £,

Mat g, (1) est de la forme
~fa —b
=1y ol

Or, I+ est stable par (w*)* (car I est stable par «*) et par u* (car /* est stable par w). Donc (up1)* =
(u”))pr, ce qui prouve que upo st normal,

Ainsi par hypothése de récurrence (car dim{F) = n—2), il existe une BON By de F'1 telle que Matp, (wypi)
soit de la forme (x).

Ainsi la base B = (31, Br) est une BON de ¥ dans laquelle la matrice de u est de la forme (#).

2. Llle va seulement rajouter un diag(h,..., A)
3. dimension finie
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