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Développement : Nombre de matrices diagonalisables dans M, (F,)

TFhéoréme 0.1

Solent n € N* et Fy le corps & g = p” éléments, p premier et v > 0. On note D,(q) 'ensemble des matrices
diagonalisables de M, (q) == My (F,). Alors, avec lecomventien |Gly(¢)] = 1, on a :

IGLaig)]

| Dn(q)] = L, IClm. ()]

M. Mg €N
My mg=n
Démonstration. On a par définition :
- Dyp(q)={PDP YD € M,(q} diagonale et P € GL,{g)}.
Donc G Ln(q} agit par conjugaison sur Dy{g). On a alors pour M € D,(q) :

Orb(M) = {PMP™YP c GL.(q)}.
et Stab(M) = {P € GL,{q)|PMP~! = M}.

On introduit alors des notations. Soit x un polynome scindé sur F, unitaire f X= X ,\ )m'}avec les A; deux
§ deux distincts dans F, et m; > (. On dé&finit alors la matrice Dx = diag{}; Im‘)1<z<r, par ar Bloc ¢ On pose :
Scal, = {Dyix polynéme scindé sur ¥y unitaire de degré n}.
P S T PN
On a alors que }D Rlg)= || Orh(D})
DeScal, ___J
En effet, si D Dniq} 2015 1 est semblable & une matrice diagonale, qui est dans Scal, quitte & permuter les
vecteurs de la base pour ordonner les valeurs propres. Donc on a D, (q) {J Orb(D). Soient x, % deux polyndmes
DeESeal,

scindes sur Fy unitaire de degré n tels que Dy, €Orb(D,). Alors I, est semblable & Dy, et ont méme polyndme
caractensthue donc ¥ = o : T'union est dlsjomte
En passant au cardinal, on a :

Delg)] = > |Orb{D)].

D cSeala
On utilise ensuite la relation orbite-stabilisateur :
IGLa{q)|
D@l = Y. o
Disoat, |Stab( M)
On cherche alors le ecardinal du stabilisateur d'un éléments de Scal, -
(P eStab{D)) < (PDP '=D)
= (PD=DPet PcGL,(q)

En notant C{D2) le commutant de D, on en déduit Stab(D) = C{D)U GL.{g).
Si P commute avec 0, alors les sous-espaces propres de D sont stables par P. Done P =diag( Py, ..., P} avec

F; € Gl (g), 1 <i<r. Réciproquement, on peut vérifier par le calcul que P de cette forme compmutent avec D).

Omn en dédwit que :

Ly @l
1Dy ()] = DE;MI HM]GLW(Q)

s



Cette formule est indexée sur les valeurs propres des matrices D ce qui n’est pas trés pratique, on va la réindexer et
ainsi obterir la formule annoncée. Par construction de 'ensemble Scal,,, on a -

Scaly, 2 {polyndmes scindes sur ¥, unitaire de degrés n}.

En notant Fy = {a1, ..., . on a qu'un polynéme scindé sur Fy est de la forme [[7_, (X — ;)™ avec my,...,m, € N.
Dire que le polyndme est de degré =, c’est ajouter la condition m; + ... + My = 7, ce qui nous donne :

_ _ GLalg)]
() = ]I [, |Gl ()]

My 4. dmg=n



Développement : Etude du groupe O(p, q).

Notatlons : Pour p, ¢ £ N, O(p, g} désigne le sous-groupe de GlLpi,(R) formé des isométries de la forme quadratique
sur RP9, de signature (p, g) :

gy =af+ o zp— g — - T
I

On note Ip, 1= 0 I

g

Om rappelle que M € O{p,q) & M, /M = I, ,. On note O(p) le groupe G(p, R).

sa matrice dans la base canonique.

Théoréme 8.1
Soient p,qg > 1.
B existe un homéomorphisme Ofp, q) ~ O{p} x O{g) x RP9.

Démonsiration.
Posons n =p+g. Soit M € O(p,q) C GL,(R).
Par la décomposition polaire, M = OS avec O € O(n) et § € ST H(R).
Moentrons que Q,.5 € O{p, 9).
Posons T == ‘MM = 8> Or :
MeOp,q) = ML M =1,,
St L, M =1,
&M € Olp.g)
& M < O(p, q).
Donc §? =T =*MM < O(p,q)-
Comume T € S (R) et sachans que exp : $,(R) — S+ (R) est surjective, il existe U € 5,(R) tel que T = exp .
Alors :
TeOp,qg) < TIp_th =Ipg
T =1, T}
& texp(U) = L g exp(U) g
& exp(*U) = exp(—I, ;UL 1)

== —IpﬂqU[;é par bijectivité de l’exponentielle,

iy u__
< exp (?> = exp (71}"‘15[@;)
U Uy
& texp (—2—) = Ip gexp (;) II;;

< exp (%) € O(p,q).

2

Or exp (%) € ST (R) et exp (%) =exp(l/) =T = 52

7
Par unicité de la racine carée, on a § = exp (;) € O(p,q). De plus, O = MS~1 € O(p,q).

Mais comme la décomposition polaire est une bijection bicontinue, c’est-a-dire GL,(R) ~ Ofn) x Sn*T(R), on a :

Olp,q) = (O(p, ) N O)} x {Op, ¢} N SnTF(R)).




) € O{p,q) N O{n). Alors :

L 0\ _[A L 0 t4 B\ [ A'A_B'B AC B'D

0 -,/ \C D 6 -1 D ] T\ CtA-D'B C'C-D'D -

L 0N /A BN/t BN [ AA+B'B AC+BD

0 -,/ \C D (D ) T\ CCA+ D'B C'C+Dbih J-
On a donc B*B = 0 dove 3, ;b7 ; =tr{B*B) = 0 donc B = 0 {on peut aussi remarquer que l'on a un pro-
duit scalaire). De méme C = 0.
Ainsi A € O(p) et D € O{g). On a donc :

A0
op.g)nom={( § O} 14c0m), Deow} =0 x0ly).

* Etudions & présent O(p,q) N ST (R).
Posons L= {U/ € Mp(R) | UL, 4 + I, ,07 =0}
Alors exp : LN S,(R) — O{p, q) N S+ (R) est un homéomorphisme.
En effet :
> L’application est bien définie : si U € LN S,(R) alors U = *U = —L, ;UL 1 alors exp(U) € O(p,¢)- De plus,
exp(l/) € ST (R).
> L'application est bicontinue et injective : cela découle de 'homéomorphisme exp : 5,{R) — ST (R).

> L'application est surjective : soit T € Ofp, g} N FTT(R). Alors il existe U £ S, (R) tel que T = exp{l/}. Comme
Ue SR} et T € Op,g) alors *U = —I, ;U I done U € L. Done U7 € LN 5,(R).

Comme LN S, (R} est un R—ev, cherchons sa dimension.
A B

Soit U == ( c p )€ M, (R). On a donc :

UeS,(RletA=4D=D 'B=C.

. . 24 0
UVeLoUlL,+L,U=0& — 0o A=D=0

0 2D
On a donc :
0 B pa
Ln5,R)= B 0 | B e My (R)} ~ M, (R) ~ RPY
Conclusion : Op,g) = O{p} x O{q) x BP1, O

Lemme 0.2

L’application exp : S,(R) — S (R) est un homéomorphisme.

Deémonstration.

> Montrons que Iapplication est bien définie.

Seit § € S, (R). D’aprés le théoréme spectral, § = P diag(Ay, ..., An)P T 0d P& O(n), A; c R.
Alors exp(.5) = P diag(ert 24P g SH(R).

On remarque aussi que, par restriction, 'application exp est continue.

> Montrons que I'application est surjective.
Soit B € STH(R).
B = P diag(Ay, ..., \ P71 = exp(P diag(In(A1), ..., In(Az)) *P) ot P € O(n) et A; > 0.

> Moutrous que Papplication est injective.
Soient 4, A’ € 5,(R) tel que exp{A) = exp(4).
On note e™, ..., e* les valeurs propres de exp{A).



Soit @ un polyndme interpolateur : Qe = Ay

Alors A = Qexp A) = Qexp A”) € C[A'] donc A et A’ commutent. Par diagonalisation simultanée, on a A = PDP~!
et A" = PD'P71 avee P e GL,(R), D et D’ diagonales. Mais alors :

exp(A) =exp(A S exp(D)=exp(DV e D=0 o 4= 4"

> Montrons que I'application réciproque est continue.
Soit {Bp)p une suite de ST (R) qui converge vers ST+ (R). Pour tout p > 1, on note 4, et A Punique &iément de
Sn(R) qui vérifie B, = exp(A4,) et B = exp(4). Montrons que lﬂl_l Ap = A

D e

Tout d'abord, A est unique valeur d’adhérence de (Ap),. En effet, soit ¢ une sous-suite qui converge vers A” € S, (R).

Mais on a, lim efe = lm B,y = B = e®. Par injectivité de exponentielle, 4 = 47
p—+x P

Montrons & présent que (A}, est une suite bornée. En effet, (B,), converge donc est bornée par ¢ pour la
norme subordenée 3 la norme euclidienne, que Von notera || - ||z et par continuité de Vinverse sur GL,[R), la
suite (B;1), converge vers B ! et est également bornée pour || - |l2 par C". Or, VM € S,(R), [IM]|2 = p(M).
Doxc l'union des spectres des matrices By pour tout p > 1 est 4 la fois majorée par C et minorée par ¢, Donc

Unen Sp(By) C[C":CT CR™™ et |, -x Sp(A;) C InC’;In C]. Donc la suite (4,), est bornée pour || - ||.
—

compact
La suite (4,), est bornée et ne posséde qu'une seule valeur d’adhérence done {A4,), converge vers A. O
plp p q p/p 2







