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Endomorphismes cycliques, invariants de
similitude et réduction de Frobenius

2013 — 2014

Théoréme.
Scit I un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Soit uw € L(F).
Alors il eziste une suite Fy, ..., F, de sous-espaces vectoriels de E non réduits
a {0} et stables par u telle que :

(2) E=FR&...6F.
(i) Vi € {1,...,7},u; == wp, est un endomorphisme cyclique

(#5) si Fy désigne le polyndme minimal de w;, on a :
VE e {1,_._17—*1}7&",1 ! PJ:

La suite de polyndmes P1, ..., P. ne dépend que de u. On Uappelle suite des
invariants de stmilitude de u.
On a alors Ueristence d'une base B de IV telle gue

o) 0
Matp(u) = -
0 C(P)

o C(F;) désigne lo matrice compagnon de P,
OnaPL=m, et P1...Pr = xu.

Lemme.
Seit u € L(E) un endomorphisme eyclique.
Alors il existe une base de E dans laquelle lo matrice de u est égale & C(m,).

Démonstration. 1l existe © € E tel que (z,u(z),...,u" " 1(z)) soit une base de
E.

Simy = X"+ an_ 1 X7+ .+ ag, alors wz) = —an_uw Hz) — ... — aox
car m,, annule . |

Démonstration du théoréme. La forme matricielle obtenue se déduit immédia-
temens du lemme. ’




— Existence : soit & = deg{w,), soit z € F.

On note F. le polyndme unitaire engeandrant I'idéal :
{P e KiX] / Pu)(z) = 0}

et
E. = {P(u)(z) / P e K[X]}.

Soit « € E tel que P, = w, (une preuve de U'existence d'un tel = est
donnée en fin de document).

Le sous-espace vectoriel F':= F, est de dimension k et est stable par u.
On pose :

k—l(

er =@, 83 = u(x),...,ex = u x).

Alors (ey, ..., ex) forme une base de F' car deg(P,) = k (plus de détails
sont donnés en fin de document]).

On compléte (e1,...,ex) en une base {e1,...,e,) et on considére la base
duale {e7,...,ef).

On note G = T'° ol T' = vect({ ui(e}),i € N}) (orthogonal vis-a-vis du
dual).

G est un sev de E stable par u car T est stable par .

Montrons Fp G =FE :

- Fnd={0}:
On remarque que U'on a, pour i + j < &,
{*uller), e;) = (ek, u'(es)) (1)
= (€% €it4)
= Uitgk-

Doncsiy € G, {w'ef), v} =ej_,(y) =0 pour 0 < i<k — 1, done
y=0.

—dmP+dimG=mn:

On a ma, = my donc dimI’ < & {on peut aussi dire que (id, v, ..., u*)
est lide donc (e}, ulel), ..., wf(e])) aussi), donc dm G =n —dimT >
n—k.

Dot dim F + dim G > n, d’ol le résultat.

On note P le polyndme minimal de up (my = Pz = Py) et Py le polynéme
minimal de ujz, on a Py | Py car P = m,,.
Puis on recommence sur u)¢.

Unicité : solent Iy, ..., Fr et Gy,..., G, vérifiant les hypothéses du théo-
réme.
On note F; =m, . et Q; = Mg, -

i£; #



Supposons (P, ) £ (Qur-- -, Qs).
On note p = nf{i, P, £ Q. }, p existe car Yo, deg(P) =n = Ej deg(Q);)
et deg(£;), deg(Q;) # 0.

Py(u)(E) = Py(w)(F3) @ ... & Py(os) (Fyp_s)

cal B =F @... 0 F, et Pp(u)(Fy) =0 pour k& > p et les £} sont stables
par wu.
Or

Fp(u)(E) = Pp(u)(G1) & ... & Fy(u)(G,)

et
dim P {u){F;) = dim Pplu)(Gsypour I <4 <p—1

car d’aprés le lemme, il existe B; et 58] telles que Matg, (ug,) = I\éatf:—;_fi {u)e,)-
D'ou :
0=dimP,(u)(Gp) = ... = dim P, (u){G)

Dot @y | Py, done Qp, = P, par symétrie.

Détails supplémentaires

Proposition.
9tk = deg(ma), Lo = {Pu) | P € K[X]} est un sev de L{E) de dimension &,
dont une base est (Idg,u, ..., uF"1).

Sil = deg(Fz), Ey est un sev de E de dimension [, dont une base est
@, u1(2)),

Démonstration.

v K[X] — L(F)
Pr— Pu)

est linéaire, Im o = £,,.

kergp = {P € K[X] / P(u} =0} = (m)

Donc
Lo = KX/ ()

dont une base est (1, .X,..., X*1)

Idem awvec

w:KX] — F
P — P(u)(z)




Proposition.
Il existe z & B tel gue Pp = m,.

Démonsiration. Soit m, = Q7 ... Q7" avee Q; irréductible unitaire, oy > 0.

- soit ¢ € {1,...,1}, soit R tel que m, = Qi R.

0= m,(u) = QF(u) o R()

Dene
Im R{u) Cker Q7 (u)
3i
Im R{u) C ker Q% *{u)
alors

07 (1) o R{u) = 0
done 7, | Q¥ 'R, or deg Q¥ 'R < deg,, donc il existe a; € Im R(u)
tel que Qf’*_l(u) (a;) £ 0.
Mais Q7% (v){(a;) = 0 done P,
(J); est irréductible.
En résumé, pour 1 <¢ <[, il existe a; € I tel que F,, = Q".

. . i—1
i, done P, = Q5 car P, Y OF ™ et

— Montrons que :
PoANPy=1= Ppyy=FyF,
On a .
PePylw)(@ +y) = PuPy(u)(2) + PePy(u)(y) =0
Done Pogy | Fr Py
Diautre part,
Poyyg(u)(y) = —FPoyy (u) ()

Donc

Py Pryy(u)(y) = _Psz-i-y(u)(:C) =0
Done By | PpPpy et P AP, =1 donc Py | Poey.
De méme, P | Pryy donc Pp Py Pry, car P AP, =1.
Dol PPy = Pryyy.

= Alors powr 1 <4 <1, il existe a; tel que Py, = Q7 et Q¥ A Q7 =1 pour
i = 7, dong :

i
P[ :HPQ'"' = Ty
E(""F» i=1

=1

Références

(1] Xavier Gourdon, Algébre (2° édition), Ellipses, 2009, page 290.

@. Goldat ﬂ\%-é\org Liagaice

4



Qé duckicn des  isemEtries

R

_ M"E&_Aak_éaﬂm:& vk iolsan N
 wne Lose B A & L s % e
_ | s

\ 2 gx ]

o (4 Jggm dhine @maf%& | -

E €4+ 4F -b@-ér",{mfa

z//ff{/zf/ AAzs = A J2l e JW_& et terne.

m /2/—— _ﬁ___&} comms Q€K  em a2 ff*-i’/‘

Brinor £ Verk Anh. ek il gy e
‘V/D({ﬂ /4&{’@’.23 gy S AN C 4o D W-] —é.;f— :

by & bomme o, onea ol F“L/;ﬂé%mm,a,

,xfm&_@. o ton coeneo s bl b pn <, oo b bl .

| i, miqéF‘J'. 062 '17/9({44? <oHa, YyS=o

don posc S S e G e Anm sy

- Bl 2 mg} >om L3y, () = &3, YR
u

wwwww

,{

o2l z.!}) = . AL &X*M'x? ?;\(cz.(;a;) e e

JMJ@XLMW@WA%%;




1{:2:} e 73\/4«( T W RTINS € 1o

aé.ﬁmw% {a, &4&}@’?’&1 Apatioplia a»ﬁm%p?aea&;ﬁ-maémﬁm
W dellle, (e .Rm_p/éa{*@x e lmdb). Fedabidly pana:

'54»'(/2 €h, alxa +Amfg.}\ = A ala) Rt n) Sy

: _____________._.____..,_m(-%?s‘s,&nﬂ/g
aé?zﬁfﬁffréaf“ &/ F@J@?ﬁzﬁé A it éaé‘@m?&/mamf
;mm Acduit z’f.c_ua. F - Mﬁaﬁé g AL S

, Cs@w “AON < u*w 2y %MW} A (2 by
ena:  { at+r bt o aleet oA Lo S O —
i g adsboe Boed e oo
5{:5725 be e, S beoe ales Mogpmotigu

W Lal #jaz' A c,f ereidz S € Cen a3 5@?% o

i E i em & ez o eme &

. %& A o ’/Laba' Wc‘? \‘ W g/“,;_-)

&‘Mﬁ’r Ci_qm@*/i

{atlice 4o Shacionte e sim gt €520
mw(z:@ ,éma:&lz:‘:‘ mw #M{J{{Fi eﬁa&,g

‘égm b € W f’»@f@r mwwﬁmﬂmg ﬁ"@ci
N - - O 1
| n

f&éﬁfm mi’hf@«ﬂ‘ f'éi“ﬁ- G@“f ii@ﬂ ({3 Zgé Z ggii’;@n)

o behebns B

L |dEewastation s @;WW Wfawfé Ao S@K@W
é‘/& M&z: LT édfﬂé\ MMM | %@L € SEQ).




| it maﬁmét@zzcéa Wﬁ%ﬁa { } // o TT
Rl i W/ |
,éﬂ fM AL é— 0,47 mm W) O endomanty WW o
N e \{-(a.} l/ (‘Z')) — ( ’ ‘?5’ é({ ‘ ‘} —
! TE e | / |
o/

e lma Rﬁﬁaﬂm wcbaloca dnge K
Lponn ik AETo A ThlL, Y6 e SO (ﬁ ) A,/ﬁw ?”f’o) =Tolel .
¥4 = B e




; |
! i
| i i
.” 1
s j
! i
| ; ;
: : i
: : i
H m i i
R | i
| : i -
: | H 1 R
i i : ! i
; | ! [
| : ﬁ i
i i H
- ; i I '
| : i ! ;
i : ;
m i ; A,
H ! i :
i : “ ' i
i : |
i i . i
b | | |
J i i |
! : |
| i ;
- , i ! -
|
i I
|
| |
! - |
‘ i
; ; ;
H ! .
| !

. ; “
i H I
:
i ! : i H
i : i i :
| i | i H H
; ! i H | !
| I i i i ; i
i i H : i i
! ; i : : :
! i : : i i
i i | i : :
! : ; | : : i
: i i ! ! H :
: ! i
i
! i
- : ; i
: : :
| ; i i
| H | :
i . ! i
I H i H
! ; !
; : i
; :
: i H
: i
: | |
m i :
i ! W |
| | | |
j i i :
i H i i
! | i
: : |
H : i
i i
" i i
|
H H i
i ; !
m _
' : i
! i i
i | H




