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Tsomorphisme exceptionnel: PSLy(C) ~ SO3(C)

Damien Le Gléau

4 janvier 2016

Lecons : 152,204,214,217
Référence : HyG (Tome 1, chap 9)
Selon 1a lecon ou les envies, on zappe certains trucs et on insiste sur d’autres.

l Théordme 1. Tout est dans le titre .

Definition 1. On appelle groupe de Lie un groupe topologique muni d'une structure de sous-variété
dela RY pour N entier convenable, telle que la multiplication et le passage & linverse soit de classe
c'.
Notations : On notera par la lettre gothique g correspondante I'espace tangent Te(G) & un groupe G en
Iidentité. (Vaut mieux pas parler d’algébre de Lie (pas au prgm)).
Lemme 2,

Soit n € N, les groupes GLn(C), SLa(€), On(C), SO,(C) sont des groupes de Lie.

Btona: % gl,(C)=M,(C)
% s, {C) = {M € M,(C), Tr(M)=0}
* 0,(C) =50, (C) = An(C)

Rappel :

Soit f € CH(R™ R™) et X := f 7 {{y}}, oy e R™.

Si f est une submersion en tout point de X, alors X est une sous-variété de R™ de dimension
n — .

Démonstration. {du lemme 2)
Le produit matriciel et le passage & 'inverse sont des applications polynomiales ou rationnelles donc de classe

cl.
1] reste & montrer que GLy,(C), SLA(C), Ox(C), SO,(CT) sont des sous variétés.

1) GL,(C) est un ouvert de M, (C) qui est une sous variété {on peut identifier M,,(C) & R2.

2) Soit f = det : My (C) — C (est C)
SoitA = (A;]...]An) € M, (T), montrons que Pon a:  dfa: Man(Cy — €
Hy— Tr(*Com(A)H)
Soit H = (HlllHn) = (hi,j)lgi,jgn € Mn([{:)
On note B, la base canonique de C*, et par n-linéarité du déterminant on a :

det(A+ H) = detg(A1 + Hy,..., An + Hp)
= detp(Ar, - An) + D detn(As, oy Ay, Hiy Avgas oy An) + 0 4y (H)

=1
On note (M ;)i<ij<n = ‘Com(A)



€7 colonne)

i=1 \j=1

Dot Ddets(H) = Z Zhi,jmjﬂ-) (en développant selon la i
=Tr(H *Com(A)) = Tr( *Com(4) - H )

Lorsque A € SL,,(C), on a Ddet 4 (H) = Tr(A~1H) pour tout H € M, (C)
df 4 est une forme linéaire non nulle donc surjective et done f est une submersion en tout point de SL, (C)

et done S7m(C} est une sous-variété de R2" de dimension 2n® — 1

Et on a sl,(C) = 14, (SL,(C)) = {H € M,(C) | Tr(H) == 0}

3) Soit g: Ma(C) — SLu(C)
My ‘MM

On a pour tout A € M,(C), dga: M,(C) — S,(C)
His 'AH+ 'HA

Soit S € S,{C), et A € O(C) on adga (ﬁ) =5, done dgy est surjective pour A € O, (C).

2
On(C) = g }(I») et g est une submersion en tont point de Op{(C) et done On(C) est une sous variété de
2" de dimension 2n? — gﬂ%ﬂ =n{n—1).

4) S0,(C) est une composante connexe de On(C) done c’est aussi une sous-variétés et de méme

dimension.
Bt 50, (C) == 0,(C) = A,(T) 0

| Lemme 3.
* SL,.(C) est conneze.

Démonstration. (du lemme 3) (Cest plus rapide en utilisant les transvections, mais pour la legon 152, il faut
un peun de déterminant dans 'histoire)

D’abord, GL,{C) est connexe par aic.

En effet, pour A, B € GL,(C), f: 2z det(zA+ (1 - 2z)B) étant polynomiale, ne s’annule qu’un nombre fini
de fois dans C et done, on peut trouver un chemin continu sur [0, 1], v reliant 0 = y(0} et 1 = (1) dans C
en évitant les au plus n racines de f dans le plan complexe. D’ott g : £+ y(£}A 4 (1 — y(£}) B est un chemin
continu de [0, 1] dans G'L,(C) (car det(y(£)A + (1 —~(2))B) # 0 Yt € [0,1]) reliant B = g(0) et 4 = g{1).
Done GL,(C) est connexe, -

Puis S5, (C) x C* est homéomorphe & GL,(C) via I'noméomorphisme :
SIn(C) X € — GLn(C)

A0
(A,A)n—)A(O I

@

tp est continue par continuité du produit matriciel.

@ est bijective :
-surjectivité :QK
-injectivité : Comme les homothéties commmutent avec tout le monde, on a rapidement que ¢ est un
morphisme de groupe et par un calcul matriciel par bloc et en se rappelant que les éléments de 5L, (C)

sont de déterminant 1, on a ker{p) = (I,1) .
Parle caleul, on obtient pour tout B = (B |... 1B,) € GL,.(C),¢  (B) = ((det(B).Bl | By |...| By, %(B))

Par continuité du déterminant, ¢! est continue.
Done 5L, {C) x C* est connexe car homéomorphe au connexe G L, (C).

Done 5Ly (C) est connexe,



v

Démonstration. {du théoréme 1)

Le groupe SLo(C) agit sur slo(C) par conjugaison : @ : SLy(C) — Aut(siz(C))
A = (pa X AXATY

(Vest bien une action, car I'on a: Tr(AXA™') = Tr(X) =0.
On a de plus dim sl3(C) = 3, car sl5(C) est un hyperplan de My(C).

Puisque pour tout A, Papplication ¢4 est linéaire et hijective, on voit que @(SLy(C)) est contenu dans
le groupe linéaire de ’espace vectoriel sl3(C), que V'on identifie 3 GLz(C).

Plus précisément, puisque det(pa(X)) = det(X), on peut méme dire que @(SLy(C)) est un sous groupe
de Ofdet) (ici, en dimension 2, le debmmmant est une forme quach atique).
Soit X € slo(C). Alors, on peut ’écrive :

X:(g ¢ ) ot a,bceC
—a

On calcule L .
det(X) = —a® — be = —a® - Z(b+ e)? + Z(b —c)?

Les formes obtenues sont linéairement indépendantes, et la forme guadratique est non dégénérée, et de rang
(maximal) 3. (Rappel, sur C les formes quadratiques sont classées par le rang). Dans une base orthonormée de
s15(C) pour la forme quadratique det, le groupe orthogonal O(det) s’identifie au groupe O3(C) des matrices
orthogonales complexes. Si bien que 'on peut écrire p(SL2(C)) C O3(C). Puisque ¢ est continue et SLy(C)
connexe, (S L(C)) est aussi connexe dans O3(C) tout en contenant I'identité, et done ¢{SLy(C)) C SO3(C).

Montrons linclusion inverse; Composée de fractions rationnelles, ¢ est différentiable :

dpr : sla{C) . — s03(C)
Hyv- (X HX - XH)

On a : 503(C) = 03(C) = A3(C).
De plus, der est injective, car l'on a :

Kerdpr ={Hesh(C) : VX, HX - XH =0}
= {H : Tr(H)=0, H= Al pour un certain A € C} = {0}

Comme dim 613(C) = dim s03(C), on conclut que dyr est un isomorphisme. Ainsi, d’aprés le théoréme
d’inversion local, I'application ¢ est un homéomorphisme local et done ¢(SL,(C)) contient un ouvert. Le
sous-groupe w(SLz(C)) est ouvert par principe de translation (voir H»G» page 26), et donc fermé égale-
ment{voir HoGo page 33).

A la fois ouvert et fermé non vide dans SO3(C), qui est connexe, on a donc finalement : p(SLa(C)) =
S03(C). Puisque Ker ¢ = K* I, on peut conclure que PSLa(C) =~ SO;(C).

Rmg :(Théoréme d’inversion locale version sous-variétés)
Soient X et ¥ des sous-variétés de R® et R™, respectivement. Soit f cCHX,Y)etae X,

Si df, est un isomorphisme de To(X) sur Tf(a)(Y), alors il existe vn voisinage V C X de a tel que
la restriction de f & V soit un difféomorphisme de V' vers un ouvert W C Y de f(a).
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