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1 Déterminant de Cayley-Menger

Source : Zavidovique, Un maz de maths

On se place dans R” muni de sa structure euclidienne standard, on note (ei,...,e,) sa base ca-
nonique orthonormée pour le produit scalaire canonique {-,-) et d’une forme volume caractérisée par
det{er,...en) =1

Définition. Soient xg,...,z, des points, et di; = d(;,z;) = dj; = [[2; — z;]| (notons que Uon a
d{x;, =) = 0). On définit le déterminant de Cayley-Menger por :

0 1 .- 1
i dg,O dg,l T d‘g,n
Mg, Ty) = - :
( H ) 1 d’%,@

: o
Propriété. Sizg, ..., Tn sont des points de R” Uon a le caractérisetion suivante du volume du simpleze
défini par ces poinds :

2 (1™
det(z1 — g, ..., 2y — 2o} :TP{xD,...,xn)

Corollaire. Dans le cas de trois points on retrouve la formule de Héron, avec o, b, ¢ les trois distances
entre les points -

5= \/é(a+b+c)(a+b)(a+c){b+c)

Démonsiration. Les calculs sont inintéressant an possible :

1 n
1 i 7 n Ly - Lo 1
=% o T T T -z - 2P -2l 0
det{(r: — xo,... ;% — Zg) = : : ={-"
1 1 e T -
Tn =% 0 Tm T o zh—=zf - IR—xP 0
TE T
T3 i 1 D
1 2% 1] 0 0
o 0 i 2 10
£l 2P 1 i i
ks 1 n ]
— i AN I SRR
: Do 1 n
B T, - zp 1 0
i b o .- 0 0o 1

2 ... & 1 0Of[zf = - oz 0
i -z 1 0] : T
det(z1 — oy ..., Tn —To)2 = | - R -z o)
Ty oeeoxm o1 0[l1 1 10
g --- 0 O 110 --- 0 90 1

puis on permuie les deux derniéres lignes du deuxdéme déterminans :




zd ... @R 1 ofzy ozt z, 0
zpocooo@t 10, - :
i R i 0
zL £ 1 00 --- 0 0 1
¢ 0 11 1 -1 90
En refusionnant tout cela :
{xo,Zo) {(To,®1) - {(To,Tm) 1
x1,Xg Li,&y) - Z1,Tn
{ ) Az, m) { y i
<$ﬂ1 IU) ($n,$1) e <w'ﬂ-7 wn) 1
1 1 v 1 0
puis, Pon a {z;,z;) = S (lla:ll® + llz5]|” — &),
Ce qui permet d’obtenir :
H-’b”D“z . H=xe E|2+i]a.;nllz—da,n 1
= — - g - - -
ilﬁﬁnllz‘*'llﬂ;u F=don . {512 1
1 e 1 0

Pon fait maintenant disparaitre les normes en utilisant les I sur les derniéres lignes ot colonnes (ga
marche bien), et finalement :

0 %4 . _dia ]
£y &
- R UL I
3 3 A
o a0 g
1 1 1 0

On multiplie ensuite toutes les colonnes sauf la derniére par —2, et finalement 1a derniére ligne par
—1/2:

0 By - d, 1
o |Bo O
- gnt-1 E : -, : E = on F(;UOJ :ch)
mo i oo 01
2 2 ... -2 9

O

La partie intéressante maintenant, une forme de réciproque permettant de construire, étant données
des distances un simplexe ayant ¢es distances pour cotés

Théoréme. On se place toujours dens R

Soient {di j)o<s,j<n des nombres réels positifs tels que pour tous 4,5, di; = d;; > 0 sii # 7 et
diz =0

Il existe des points o, ..., T, sommets d’un simplere non dégénéré lels que pour tous 1,7, d;; =
flzi — 25| si et seulernent si pour touie sous famille de k indices i1,...,4 dans {0,...,n}, le
déterminant de Cuyley-Menger associé & ces réels est de signe (—1)%.



Démonstration. Sens direct :

L 8galité précédente donne le résultat, puisqu’une sous famille de h distances correspond 4 une sous
famille de % points qui forment un simplexe dans B* 1, et le signe du déterminant de Cayley-Menger
est donné par le (—1). :

Sens réciprogue :
On procéde par récarrence d’ordre 2 sur la dimension .

Initialisation : En dimension 1 ou 2 le résultat est vrai, dans R il suffit de placer un point en 0 et
Pautre & distance dy,;- En dimension 2 ¢’est une construction classique au compas.

Tiéredite : Soient (d; ;)o<ij<niz des distances comme dang les hypothéses. Soit Z un sous espace
vectoriel de dimension » dans ™2, on applique dessus la propriété de récurrence avec los {d; jlo<i j<n,
ce qui permet de construire les premiers points zp,...,Tx. :

Soit ¥ un hyperplan de R™2 contenamt Z, on applique dessus la propriété de récurrence avec les
(di ; h1<ig<nri en faisant coincider les premiers points, ainsi Pon a construit un nouvean point o,.;.

Sur ce méme hyperplan on applique A nouveau la propriété de récurrence avec (d?;__j}f,je{lr___gnrﬂ+g},
ce qui permet de construire de la méme maniére un point zj, .

Notons & le projeté orthogonal de z,  , sur Z, et W Pespace affine de dimension 2 orthogonal & Z
passant par A (il est supplémentaire orthogonal de Z). Bt soit C e cercle inclus dans W passant par
Ty, de centre A

Alors, motons que pour tout x € C, et pour tout ¢ < n, |z — z;] = d; pra- Clest & dire qu'il ne
reste qu’a trouver sur le cercle un point vérifiant iz — x| = doj1,np2- On note x|, Pautre poing
d’intersection du cercle et de W, on supposera (quitte & &changer les points ), ., et ), ;) que le point
z},. 5 est le plus proche de z,41 {C’est & dire du méme c6té dans Y par rapport 4 Z).

Si £ € R, on définit :

0 1 1 1 1

1 0 dg,l T dg,n+1 d%,n+2

1 d% 0 9 T d%.n+l d% n+2
GE) =, : : . B :

1 d?n+1,0 d$;+1,1 ot 0 5

1 d;z1+2,0 dn+2:1 Tt 5 0

C’est le déterminant de CayleyMenger dans lequel on a remplacé la distance d2 +1,n+2 Dar £. Cette




fonction est polynomiale de degré 2, elle est de la forme, en développant par rapport aux deux derniéres
colonnes :

G(&) = —T(wo,-..,zp)% +al+ b, a,beR.

Par hypothése, I'(o, . .., %y ) est de signe (—1)™"!, et G(dp 41 nta) est de méme signe. On sait aussi,
puisque les simplexes engendrés par (2g,...,%n+1,%,10) e (2o, ..., 25 +1, 2] ;) sont de volume nuls
(degenares), que G{llznts — 274200 = GllBne — 27 [) = 0.

Comme & est polynomiale du second degré, elle est de signe opposé & son coefficient dominant
entre ses racines, c'est & dire sur I = ([T — 2 ol |#ne1 — 2 0fi], et 42,4 ,,2 € T puisque son
image par G est du méme signe. Or, quand = parcourt C, G{||lz — z,.1]]) parcourt exactement [ ot
donc, par le théoréme des valeurs intermédiaires -

s €C, T2 — Tnpall = dntpnee

2 L’ellipsoide de John-Loewner

Source : Oraux X-ENS algébre 3 site de Florian Lemonnier.

Théoréme. Soit K compact de R™ d’intérteur non vide, il existe un unique ellipsoide centré en 0
contenant K de volume minimal.

On note @, O et Q. Pespace des matrices symétriques, symétrigues positives et définies positives
respectivement. ]
Simplifions le probléme. Soit ¢ € @4, alors dans une bonne bage, on peut écrive : g(z} = 3 asxd

V;:f...f dry...dz,
a1z -tanr? <1

Par un habile changement de variable z; = j;T \/‘1117%

f f dzs ... dm, Vo
V,=f ... -
: I%-{—----+m%51 \/Gl---ﬁn \/al...an

O V est le volume de la boule unité.

Dz plus, le déterminant de 5 matrice de ¢ est invariant par changement de base orthonormée, on
a donc D{g) = det(S) = a1 ...an. Ainsi, le travail se Imite & étudier la fonction ¢ — D{g) et & Ia
maximiser.

de jacobien on obtient :

Définissons : N(g) = sup, <1 |g(z)| norme sur @ {toutes sont équivalentes).

On va chercher & maximiser D sur A = {g € Q4,¥z € Klg(z)| <1} .
Défini ainsi, 4 est compact. convexe et non vide -

— Convexe

i g et ¢’ sont des éléments de A, et A & [0,1]. Alors, Yz « R® — {0},

Ag(z) + (1 - )¢ {z) >0
Fisixze K,

Aglz) + {1 - A (x)<A+1-2<1
Et donc Ag+ (1 — A)g' = A



— Fermé
Soit {g,) suite de A qui converge vers g dans (). Alors :

lg(z} — gnlz)| < Nig— g.)lizf
— Borné

Soit g € A, K est d'intérieur non vide donc il existe a € K et r > 0 tels que Bla,r) C K. Sois

z €R™, s |zl < r, alors a4+ € K et done g(a +s) < 1. De plus g{a) = g(—a) et donc :

Va@) = vValz+a—0) < Vol +a) +Vgla) < 2

Ef donc : g(z) < 4.

Siflzf <1, g(z) = Zqlrz) < % et done N{g) € 5.
— Nomn vide
K est borné, done il est inclus dans B(0, M) pour un certain M, et done (g S ‘EMLH) cA

Par tous ces arguments il existe un maximum de cette fonction atteint gy et comme Dig) =

D((q:xa—}%))>0, do € Q1

— Unicité
Pour cela on a besoin du lemme suivant :

Lemme 1. Soient A, Be S5}, o, FeRT tels quea+ S=1. Alorson a :

det{ad + GB) > (det A)*(det B)?

Avec une égalité stricte si A # B.

Démonstration. Par pseudo-réduction simultanée de A et B {on en réduit I'nne en PAPT = I, puis
on réduit PTBP en RTPTBPR diagonale et c’est bon) il existe P € GL,(R) telle que A — PTP et

B = PTDP, avec D = disg(M, ..., hy)-
On a alors : det{ ) det(B)? = (det P)>*{det )2 (det D)® = (det P)2(det D)P.
De plus : det{ad + 8B) = (det PY?(det al, + BD); et ¢

T2 T JS T n
det{al, + 8D) = (det DY & [[(a+ BN) = (H )\2) & Infa+Br) = £y In(k)

i=1 i=1 i=1 i=1

Par convexité du In :

¥i e {1,...,n},In{a+ BA) = aln(l) + Blu(A)

d’otr le résultat en sommant sur . 5i A # B3 Vinégalité est stricte par stricte convexité du In.

Et alors, si g et go atteignent le maximum on a :

D (%(q -+ qo)) = det (% (S + Sg)) > (det 9)/2(det 55)M7% = det{gg)

|







