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Développement : Décomposition de Frobenius
d'un endomorphisme en dimension finie.

Frédéric Valet

21 septembre 2014

1 Prérequis.

Réf : Gourdon, Algébre, annexe B. Soit K un corps, et E un K-espace vec-
toriel de dimension 7.
Soit f € L(E). On note :

— mf son polynome minimal.

- Ly =1{P(f) | P € K[X]}.

— Pour z € E, P, est le polynome unitaire engendrant 'idéal { P € K[X] | P(f)(z) =

0}.

- E. = {P(f)(@) | P € K[X]}.
k := deg(my); Ly est un sous-espace vectoriel de £(E) de dimension k,
avec pour base (Idg, f,-++, f*71).
| := deg(P;); E, est un sous-espace vectoriel de E de dimension [, avec

pour base (z, f(z), -+, f1(z)).

Lemme 1 Il eziste x tel que Py = my.

Définitions de la cyclicité : il existe z € E tel que E; = E; deg(ny) = n;
7; = (—1)"xy. Définition d'une matrice compagnon d’un polynéme P : C(P).

Lemme 2 Si f est cyclique c’est-a-dire qu’il existe x € F tel que E, = E, alors
il eziste une base de E tel que la matrice de f soit C(7y).

2 Théoréme de la décomposition.

Théoréme 3 Soit f € Lg ; il existe (Fy,--- ,F,) suite de sous-espaces vecto-
riels de I, stables par [, telle que :

lLE=FReFReRhe -,
2.Vie{l,---,r}, fi == fip, est un endomorphisme cyclique de F;.

3. Si P; est le ploynome minimal de F; , alors Pii1|P;.
Les P; sont les invariants de similitude de ’endomorphisme- f.

Remarque 4 La troisiéme condition implique que P1 annule [ sur chacun des
F;, donc par la deuziéme condition sur E. Ainsi, Py est un polyndme annulateur.
Par définition il est unitaire, et par cyclicité, il est minimal.



Démonstration

Unicité.
Soient (Fy,---,Fy) et (G1,---,Gs), deux suites d’espaces différentes & per-
mutation prés, vérifiant les conditions du théoréme. On note F; := 7y, et

Qi =Ty, D’aprés la remarque, P, = Q5 ; on note donc j le plus petit indice

tel que P; # Q.
Puisque Px|P; pour tout k > j, on a P;(f)(Fx) = 0. Grace a la décomposition
de E, on obtient :

Pi(f)(E) = Pi(f)(F1) @ - © P;(f)(Fj-1)-

Puisque les G; sont stables par f :

Pi(f)(B) = Fi(f)(G1) & - © P;i(f)(Gs)-

Pour tout i < j, on a F; = G, et par unicité du polynéme minimal de f; :
Pi == Qz D’ou :

dim P;(f)(F;) = dim P;(f)(G;)-

Grace aux deux décompositions de P;(f)(E), on obtient une contrainte di-
mensionnelle :

0 = dim P;(f)(G;) + - -+ + dim P;(f)(Gs)

et P; est un polynoéme annulateur de f|g,, donc Q;|P;.
On fait de méme avec @; a la place de P;, et puisqu’ils sont unitaires, Q; = P;.

Existence.
Soit = € E tel que P, = 7. Avec k := degmy, on a une base de E; :

(61 =T,e2 =f(I), » €k :fk_l(x))'

On choisit de prendre F; = E,. Grace au théoréme de la base incompléte, on

la compléte en une base de E : (e1,- - ,e,). On note la base duale associée
(e1,--- ,er). Soit un sous-espace du dual I :

T:={'f'(et),i €N} = {ef o f*,i € N}

G =T

L’ensemble G est 'orthogonal du dual T il représente ’ensemble des z € E tel
que la kiéme coordonnée des fi(z) soit nulle. Par définition, G est stable par
f, et de plus, c’est un sous-espace vectoriel de E. Le but sera de montrer que
E=Fed.



Soit y € FNG; il admet une décomposition dans F': y = aie; + - -+ apeép,
ot p < k est l'indice de la plus grande coordonnées non nulle. De plus y € G :

yeG o VieN,elofi(y)=0,

p
e VieN, > aje;o fie;) =0,
j=1

14
SVieN, Zajez(ej.m-) =0,
Jj=1

= pour i =k — p,ap(ex(eptr—p) = 0.
= ap, =0, c’est absurde.

Montrons & présent que dim(G) = n — k. Pour cela, on utilise I’application :

¢:Ly —wvectl
g epog.
Puisque fi € Ly, alors ¢ est surjective.

A présent, si on a e} o g =0, on décompose g : g = arld+azf + -+ apfr,
ou p < k est le plus grand indice tel que a, # 0.

efog=0<e aref +azefof+ - +aperofft=0
= (a1} +azeg o f + -+ apej o fp_l) (fe=-Y(z)) =0
= ap = 0.
Donc pour tout p < k, a, = 0, et ¢ est injective. Elle réalise un isomorphisme
de Ly sur vectl'.
dim Ly = k = dimvectT,
dimG =n—k.
Ainsi, dim F+dim G = n, et on obtient £ = F@&(G. On a donc suffisamment
travaillé pour obtenir F; qui convienne : il est stable par f, de méme que G.
On prend P, = 7y sur Fi, et pour tout polynéome annulateur de f|g, il divisera

Py, donc la troisiéme condition est vérifiée. Puis on réalise une récurrence, en
étudiant cette fois G et fg. Elle termine car dimG < dim E' = n.

Theoreme : Decomposition de Frobenius. 1 Soient P, --- , P, la suite des
invariantes de similitude de f € L(F) ; alors il existe une base B de E telle que :
C(P1) (0)
Matp(f) = .
(0) C(F)

avec Py =7y et Py - P, le polynoéme caractéristique de f.
Démonstration

On a déja les F; du théoréme précédent ; on considére la base B; de Fj, ou
JiF, est cyclique, et donc la matrice de cette fonction serait C' (F;). Puis on écrit
f dans la base B= (By,---,B;).



3 Application.

Pas de référence, ca se fait a la main!

10000
01000
f=10 0100
000 21
0000 2

Polynome caractéristique : x5 = (1 — X)*(2 — X)2.

Polynome minimal : 75 = (1 — X)(2 — X)*.

Donc P, = my = X® — 3X%+ 6X — 4. On choisit 1 = e3 + €4 + €5 On trouve
f(@), f2(z). Fy = Vect{zy, (), f*(2)}-

Ensuite, F, = Vect{zs = e} et F3 = Vect{x3 = e3}. On obtient les matrices
de passage :

00 0 01 00 4 2 =5
00010 0 0 -4 -3 7
P=l1 10 1T @ 0)es P00 1 1 =2},
1 3800 01 0 0 O
1 2 400 10 0 0 O

en calculant 4 la main inverse. On obtient une matrice de trois blocs diagonaux :

0 0 4
1 0 -8
Matp/(f)=10 1 5



Développement : Décomposition de Dunford.

Frédeéric Valet

27 septembre 2014

K est un corps, et E est un K-espace vectoriel de dimension finie n.

Proposition 1 Soit u € L(E), et P € K[X] un polynéme annulateur unitaire
de u. On note P = P{ --- P la décomposition en facteurs irréductibles de P,
et F; = ker(Pfiu). Alors E se décompose en une somme directe : F = @le F;,
et pour tout i, le projecteur p; sur I; parallélement a @j# F} est un polyndme
en u.

Démonstration.
D’apreés le lemme des noyaux, on a la décomposition de E en la somme directe
des espaces vectoriels F;. Il reste donc & prouver que chacun des projecteurs est
un polynoéme en w.
Notons R; := [] ot P;lj. Par la relation de Bézout, les polynomes P; étant
irréductibles et deux & deux premiers entre eux, les polynémes R; le sont aussi,
et il existe des polynomes Q1,--- ,Qq tels que :

RiQ1+ -+ RyQq=1.

En appliquant le morphisme de K[X] & valeurs dans £L(E) :
Ri(N)Q1(f) + -+ + Ra(f)Qa(f) = Id.

Notons p; := R;(f)Q:(f) les endomorphismes de £(E), et montrons que ce sont
les projecteurs recherchés. Ces applications sont en tout cas bien des polynomes
en u.

Tout d’abord, pour i # j, pi o p; = RiR;(f) 0 QiQ;(f) = 0 car R;R;|P le
polynome annulateur. De plus, puisque p; + -+ 4+ pq = Id, on a :

piop1+ -+ +p; 0pa=p: =i,

et p; est bien un projecteur. Quel est son image ?
Soit y € im(p;). 1l existe = € E tel que p;(z) = y.

PE(f)) = (PP Ri) 0 Qilf)(@) = Qs o P(f)(a) = 0.
Donc Im(p;) € F;.

Réciproquement, si € F;, on peut le décomposer dans E : & = p; (x)+-- -+
pa(z). Cependant, certains membres sont nuls : pour i # j, pj(z) = Q;jo R;(z) =
0, car P;|R;. D’olt & = pi(x), et F; C im(p;).



Finalement, il ne reste qu’a montrer que ker(p;) = €, ; Fj. On a facilement
que F; C ker(p;), car si x € Fj, alors Pfj (f)(z) = 0 et en particulier Q;(f)(z) =
0. Donc z € ker(p;).

Réciproquement, si € ker(p;), alors on utilise la décomposition en somme
directe :
z=p1(x) 4+ +pic1(@) + pir1(x) + - - + pa(T)-

Donc z € D, Fj-

Theoreme : Decomposition de Dunford. 1 Soit u un endomorphisme sur
E tel que son polynéme caractéristique x. soit scindé sur K. Alors il existe
un unique couple d’endomorphismes : d diagonalisable et n nilpotent, tels que
u=d+n, et d et n commutent pour la composition. De plus ce sont des
polynémes en u.

Démonstration.

Prouvons en premier lieu 'existence d’un tel couple.
En reprenant les notations du théoréme précédent, avec le polynéme annulateur
Pi= = Hf:I(X — X\;)%, on note d := Y, A\;p;. Par restriction & chacun des
sous-espaces Iy, d est diagonalisable, et on pose n = u — d. Cette deuxiéme
application est aussi un polynome en u, donc d et n commutent, et 7 est bien

nilpotente :
d

d q
nf = (Z(u - /M‘)Pz‘) =) (u—X)pi,
i=1 i=1
par définitions des projecteurs. De plus, si on prend ¢ > max; ;, on obtient le
coefficient manquant pour retrouver le polynome caractéristique comme facteur,
et on an? =0.

A présent, pour I'unicité : en reprenant (d,n) le couple trouvé précédemment
et (d’,n’) un autre couple qui correspond aux hypotheses, alors d—d =n—-n.
Par hypothése, d et n sont des polynomes en u, et d’ et n' commutent avec u;
on a la commutativité de d’ avec d et n, de méme pour n’. Finalement, d et d’
sont codiagonalisables et n — n' est nilpotente ; cela implique la nullité de d — d
et n —n'. D’ot l'uniciteé.



