


e e e

R







]
I
I
i
I
|
|
)
|
i
i
]
|
|
|




INVARIANTS DE SIMILITUDE.

On se placera toujours dans E, uvn K-espace vectoriel de dimension sur un corps quel-
conque. Génériquement, u désignera un endomorphisme dans #(F) dont le polyndme
minimal est noté I, et le polynéme caractéristique yy.

Quelques pré-requis.

Définition. Soit u € Z(F} et soit x € E. On appelle polynéme minimal de u en = Tunique
générateur unitaire de "idéal

{P € K[X], P(u)(z) =0}
On le note I, ;. On a U, 5|1T,.
Proposition. [l existe z € E tel que IT, = 11, ;.

PreEUVE. On éorit 11, = H:Zl P™ ol P; sont des irréductibles distincts. On note K; —
Ker P/ (u) et u; = u|g,. Par le lemme des noyaux :

E = &, K;.

Meontrons le résultat sur chaque sous-espace K;. Par absurde, si le résultat ne tenait pas,
alors pour tout x; € K;, Il ;, diviserait strictement II,, = P™ donc diviserait Pm"_l
par irréductibilité. Mais alors Pm“ 1(u,nb} serait nul sur fout Kz, ce qui est nnposmble par
minimalité de II,,. On dispose donc d’éléments z; comme dans U'énoncé sur chaque sous-
espace K;. Montrons que x = 71 4 ... + &, convient. On a :

0 =My z(ul(z) = ZH”’E (i)

done IL, z{z}{z;) = 0 puisque les K; sont en somme directe. Ainsi, P =11, 4,1, » pour
tous 4. Puisque les £ sont premiers entre eux, leur produit qui est égal & IL, divise aussi
1L, &, ce qui conclut. [

Ce gqu’on va montrer.

Théoréme. Soitw ¢ Z(E). Il existe une unigue famille Py, ..., P, de polynémes unitaires
et yne famille By, ..., E; de sous-espaces de E vérifiant :
(7’) Pr[-'-lpl

(i) E=Fo®...0F
(i3} Pour toutt € {1,...,7}, E; est stable par w et ug, est cyclique de polynéme ;.

Les polyndmes 1, ... . P sont appelés les invariants de similitudes de u.




PrEUVE. Comme d’habitude, on procéde par récurrence mais on ne Pécrit pas.

Existence. Soit d — deg(Il,) et soit z € £ tel que IL,, , = II,. On note :
F = Vect(z, u(x), . .., u® Ha)).

Bien siir, F est stable par u et u|p est cyclique. On va montrer par dualité que F admet
un supplémentaire stable par u. Soit ¢ € £* tel que :

plz) =plulz))=...= go(ud_z(a:)) =0 ek {p(udfl (£)) =1.

La famille (0,0 0 u,..., 0 u? 1) est une famille libre de F* et on note ® le SCUS-espace
vectoriel de £* engendré par cette famitle. On pese alors :

G =8 ={ycE Ve ¢(y) =0}
et on montre que ¢’est un supplémentaire de F stable par u. 1l y a trois choses & voir :
o G est u-stable. Soit y € G, alors par construction on a déja
Ve {0,...,d—2}, poululy)) =0.
Comme le polyndme minimal de u est de degré d, on a -
uly) & Vet (4, u(y), - -, v (1))
et donc ¢ o v (u(y)) = w(u(y)) = 0 par ce qui précede.
o FNG ={0}. Soit y € FNG, alors on peut écrire :
y = a0z + ... ag_1u” (z)
et en appliquant ¢ o «? pour 4 allant de 0 & d — 1, on trouve que tous les az sont nuls.
e dim F'+ dim & = n. C'est une propriété générale de I'orthogonal au sens de la dualité :
dim ¢ 4 dim &° = n.
Et bien siir, Hulglﬂu puisque 1L, annule v)g;. A une réeurrence prés, on a achevé la preuve

de I'existence.

Unicité. On suppose l'existence d’une autre famille de polynéme Q1, ..., @, donnant lieu
a une autre décomposition I1 & ... @ F; comme dans Pénoncé. On a déja P = @; = I,
Soit 7 > 1 Uindice minimal tet que Fj # Q;. Alors, on a d’une part :

By(uw)(E) = P(u)(B1) & ... @ P(u)(£;1)
et d’autre part :
Fi(u)(B) = Fi(w)(F) @ ... © Py(w)(Fj—1) ® Pi(u) (F5) © ... @ Pi{u)(Fy).

Mais pour i < j, on a :
dim P (u) () = dim P;(u){F)

donc

0 =dim F;{u)(F) = ... = dim P;(u)(Gs)
ce qui prouve ;| F; et par symétrie F;|Q;. Clest absurde car Py # (};. Finalement r = 3
et F; = €J; pour tout 1. O



Corollaire (Décomposition de ¥robénius). Soit u € Z(E). Il eziste une base dans lagquelle
la matrice de u est de la forme

Cp
Cp,
ot Cp, est lo malrice compagnon associée au polynéme P avec P . .. |Py. De plus, on a
Xu = Pl .- PT.

Corollaire. u et v sont semblables si et seulement s’ils ont les mémes invariants de sumil-
itude.

PREUVE. Si u et v sont semblables, considérer [, = w(E;) olt E; sont les sous-espaces
asgoci€s & u et ¢ tel que @ ou = v o . Ou alors, reprendre la preuve de "unicité. 1

Corollaire. Soit v € Z(E). Alors u est semblable & sa transposée.

PREUVE. Il suffit de le montrer pour les endomorphismes cycliques. Le changement de base
€ = aieL+ ... an_ien_; + Ep—it+1
conduit au résultat. D

Corollaire (Décomposition de Jordan des endomorphismes nilpotents). Tout est dans le
titre.

PrEUVE. Puisque x, = X", les invariants de similitudes sont de la forme X ™. O
Trucs & savoir.

# Les invariants de similitude ne dépendent pas du corps de base.

» La théorie des K[X]-modules donne ume facon simple pour caleuler les invariamts de
similitude :

Théoréme. SiU est la matrice dew € L(F) dans une certaine base, alors les invariants
de similitude de wu sont les facteurs invariants non inversibles de la matrice [J — XI, €

My (KIXT).

PREUVE. On montre par des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes qu'une
matrice de la forme Cp — X T est équivalente &

1 0
1
0 P
et on utilise la décomposition de Frobenius pour conclure. O
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AUTOUR DES ENDOMORPHISMES
SEMI-SIMPLES.

On se place dans F, un K-espace vectoriel de dimension finie .

Définition. On dit que f & £{F} est semi-simple lorsque tout sous-espace vectoriel
de E stable par f acinet un supplémentaire stable par f.

Lemme. Soit L/K une extension de corps. Alors Tlpx = [,y

PREUVE. C’est une conséguence de Uindépendance du: rang vis & vis du corps de base
(qui provient de l'indépendance du résultat du caleul des mineurs). Maintenaut, on
a déja

Hyp My
et comine ces polyndmes sont unitaires, il suffit de montrer qu’ils sont de méme degré
pour conclure. Or, le degré du polynéme minimal de f sur L est égal au rang de la

famille (id, f,..., f®*) dans £{F) qui est un espace vectoriel de dimension finie n2.
Comme le rang ne dépend pas du corps de base et quitte & tout mettre dans une
grosse matrice, on en déduit Pégalité annoncée. 0

Lemuwme. Soit F' un sous-espace stable par f. On note =P . P* Ona:
r
F=P [Kerp,;"i(f) N F}
i=1

PREUVE. Par le lemme des noyaux, on sait que :

™

F= @K PE(Sle) = € [Ker B2(F) 1 F |

i=1
[

Théoreme. Un endomorphisme [ est semi-simple si et seulement si son polynome
manimal 11y est un produit de polynémes irréductibles unitaires distincts deuz & deur.

PREUVE. Progressivement :
Etape 1. Lorsque II; est irréductible.

On va montrer que f est semi-simple, considérons done F wn sous-espace stable
par f. 5i /"= E, il 0’y a rien & faire. Sinon, soit z € E\ F et

Ee ={P{f}{z}), PeK[X]}




Clairement F, est stable par f. Pour conclure et quitte & itérer le processus, il suffit
de montrer que

F et F, sont en somme directe.
Lidéal I, = {P « K[X], P(f){z) =0} est non réduit 2 0 (il y a II;) et principal donc
il est engendré par un unique polynome unitaire If;. Comme [L;{Ii;, ce polyndme est
irréductible.

Soit y = P(f}(z) € Ex N F gue U'on suppose non nul. Alors P & I, c’est a dire
que IL, ne divise pas P et comme il est irréductible, P et I, sont premiers entre eux.
Par le théoréme de Bézout, on peut écrire :

UP 4+ VI, =1.
On trouve :

z=U{fle P{flz)=U{f)y) € F car y € F.
C’est absurde!

Etape 2. Cas général, condition nécéssaire.

Soit f € L{E) un endomorphisme semi-simple de polynéme minimal II; =
PP P, Supposons qu'il existe o; > 2. On éerit alors 11y = P?Q).

F = Ker P(f) est un sous-espace stable par f qui admet un supplémentaire stable
noté S. Six € S, alors

o I {f){z) = P(AIPNIQHz) =0 done P(fIQ(f)(z) € F.
¢ S est stable par f done P(/)Q(f)(z) € S.
Finalement, P(f)Q(f)(x) € F NS = {0} et P{/HQ([)} s’annule sur 5.

Mais P{fYQ{f) = Q(f)P{f) donc par définition de F', P{fYQ{f) ’annule aussi
sur F. Puisque F' et S sont supplémentaires, le polyndme PQ annule f ce qui contre-
dit la minimalité de II;.

Etape §. Cas général, condition suffisante.

Soit f € L(E) dont le polynéme minimal est de la forme II; = P ... P, ot les
F; sont des polynémes irréductibles distinets. Soit F un sous-espace stable par f.
Pour tout 7 € {1,...7}, F N Ker B(f) est stable par flgerp(p- Puisque P est un
polynéme irréductible qui annule flke s, ¢est le polynéme minimal de fikq B
La premiére étape fournit 'existence d’'un sous-espace S; stable par flke p(p (done
par f) tei que :
Ker £(f) = (FNKer F(f)) N S;.

11 suffit d’écrire :

E:é [FﬂKerPi(f)EDSi] -

i==1

é(FﬂKerﬂ(f))] @ S=Fos

=1 i=1

2



et .5 est stable par f qui est done semi-simple. Ll

Lorsque K est algébriquement clos, les polyndmes irréductibles sont de degré 1
donc f est semi-simple si et seulement si f est diagonalisable. On note maintenant
M la matrice de f dans une base et on dit qu'elle est semi-simple lorsque J Vest.

Théoréme. Sile corps K est de caractéristique nulle, alors M est semi-simple s1 et
seulement s’il existe une extension L/K dans laquelle M est diagonalisable.

PREUVE. Seit K de caractéristique nuile et L/K une extension de corps. On com-
mence par montrer que M est semi-simple sur K si et seulement si M Pest sur L (ici,
M est a coefficients dans K). Le polynéme minimal de M sur K est le méme que
celui de M sur L. II suffit donc de montrer que I}, est sans facteur carré dans K[X]
si et seulement 8l est sans facteur carré dans L[X].

Dans un corps de caractéristique nulle, P est sans facteur carré équivaut & PAF —
1. Mais comme le calcul du pged s’effectue dans K, le fait que P et P/ soient premiers
entre eux ne dépend pas du corps considéré.

Prouvons le théoréme : supposons gue M est semi-simple dans K. Alors soit L est
un corps de décomposition de Iy € K[ X|. Dans L[X], le polyndme IT; est scindé &
racines simples donc M est diagonalisable. Réciproquement, si M est diagonalisable
dans L alors M est semi-simple dans L et on vient de wmontrer que ce fait était
équivalent & ia semi-simplicité de A sur K. []
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