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Théoréme (Décomposition de Dunford) : Secit X un corps commutatif,
un espace vectoriel sur K de dimension finie et u € L{FE) dont le polyndme minimal
est scindé. Alors il existe un unique couple (d,n) € L(E)? tel que :
su=d+n
¢ d est diagonalisable.

e 1 est nilpotent.
o n et d commutent : nod=don
De plus, d et u sont des polynémes en u.

Démonstration. Existence : Soit m,(X) = [[i; (X — a)** le polynéme minimal de
u (avec i # § = a; # a;). Les polyndmes (X — ;)" étant deux 4 deux premier entre
eux, on a par le théoréme de décomposition des noyaux :

E = Ker(wy(u)) = @ Ker((X — a;)*(u))

et Vi € {1,..,m} le projecteur P; de E sur Ker{({X — a;)**(u)) est un polyndme en u
(en particulier ils commutent entre eux). Posons :

m
dzz:a,iﬂ-etn:umd

i=1

Par construction on a bien v = d -+ n et que n et d commutent car ce sont des

polyndmes en u,

Pour tout i € {1,..,m} notons B; = (e;x)r une base de Ker((X — a;}*!(u)). Alors
w1 B; est une base de E telle que d{e; ;) = a;eir, et d est diagonalisable.

Soit € E. Ecrivons £ = @1 + ... + &y, 00 2; € Ker((X — ;) (u)) et notons

w = maz(w;). Alors :

m m

n(a) = 3 on(e) = 3 (X = a)“(w)e) = 0

Donc u est nilpotent.

Unicité : soit (¢, n') un autre couple convenant. Alors comme d' commute avec n/,
il commute aussi avec u (uod' =d od +n'od =d od +d on’ =d ou) et done
avec tout polynéme en u, en particulier d. Donc d et d' sont codiagonalisables, et
done d — d' est diagonalisable. D’autre part n et n’ commutent donc en notant n,
et ng leur indice de nilpotence respectifs, on a par la formule de binéme de Newton

1



(n — n')"*#"2 = ( donc n ~ n’ est nilpotent.
Au final, A = d' —d = n — n’ est un endomorphisme a la fois diagonalisable et
nilpotent donc nul, d’ott 'unicité. O



Définition : Soit E un espace hermitien. v € L(E) est normal si u et u* com-

mutent.
Lemme 1 : Soit € L{e) et F un s.e.v de E stable par u. Alors F* est stable par

u*

Démonstration. : Soit z € F'. Par hypothése, u(z) € F donc
Vy € F,0 = u(w).y = ' ()

Ceci étant vrai pour tout 2 € F, on a w*(y) € L. Ceci étant vrai pour tout y € F*-,
FL est stable par u*. O

Lemme 2 : Soit v € L{E} un endomorphisme normal. Si E) est un sous-espace
propre de u, Ey est stable par u.

Démonstration. : Comme u et u* commutent, £y est stable par u* donc d’aprés le
lemme 1, Ey est stable par (u*)*=u, O

Proposition : Soit v € L(E). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) u est normal.
(il) u se diagonalise dans une BON de E.
(iif) u et u* se diagonalisent dans une BON commune.

On s'intéresse maintenant au cas réel : on cinsidére dans la suite un espace eu-
clidien E.

Lemme 3 : Soit E un espace euclidien de dimension 2; w € L(¥) un endomor-
phisme normal n’admettant pas de valeurs propres réelles. Dans toute BON B de E
ona:

matp(u) = (g ;b) , avec b # 0.

a c
M’:(b d)

On a b = 0 car u est sans valeur propre réelle. Comme u est normal M*M = MM*,
on a donc en particulier (par identification des coefficients) :

Démonstration. : Ecrivons :

At =a’+b et ab+cd=ac+bd



On a donc b = ¢ ou b = —c par la premiére assertion Si b = ¢ alors M est symétrique,
ce qui est impossible car u est sans valeur propre réelle. Donc b = —c. On a donc en
reportant dans la seconde assertion 2(a — d}b = 0 soit o = d. [l

Théoréme (Réduction des endomorphismes normaux (cas réel)) : Soit
E un espace euclidien et v € L(E) un endomorphisme normal. Alors il existe une
base orthonormale B de E telle que

M

matp(u) = Ar (%)

ol Vi, A; € R et pour tout j, 7; = (gj _jj) € Ma(R).
i

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence forte sur n = dim(¥). Si
= 1 il n'y a rien 4 montrer. Supposons alors le résultat vrai pour tout espace
euclidien de dimension inférieure & n — 1 et considérons E un espace euclidien de
dimension n. Deux cas se présentent :
Si u avec une valeur propre réelle A € R alors on peut considérer Ey et F = Ef. F
est stable par u {lemme 2) et par u* (lemme 1) donc on peut considérer les endo-
morphismes induits wr et ujpqui commutent. Comme dim(F) < n— 1 il existe, par
hypothése de récurrence, une BON B, de F telle que mat g, (1) soit de la forme (¥).
Alors si B; est une BON de F* on a que B = (B, B;) est une BONde E=FL1 g F
dans laquelle matp(u) est de la forme (*).

Sinon u est sans valeur propre réefle. Condisérons @ = X? — 2aX + f un facteur
irréductible du polynéme caractéristique de u. Posons N = Ker(Q(u)). Montrons
que N # 0. En effet on peut écrive @ = (X — X)(X — A) ot A € C. Considérons M
la matrice de u dans une base quelqconque de E. Alors on a alors

det(Q(u)) = det(Q(M)) = det(M — My )det{(M — AI,) =0

N est stable par u et par u* (u et u* commutent). On peut donc considérer v = uy.
On a v* = ujy, de sorte que Pendomorphisme v*v = (u*u)|y est symétrique donc
admet une valeur propre A € . Considérons x # 0 un vecteur propre associé a .

4 .



Posons F = vect(z, u()). dim{F) = 2 car u n'admet pas de valeur propre réelle. De
plus I est stable par u car € N donc ©?(z) = 2au(z) — § (*¥).
Montrons que F est aussi stable par u*. La relation (¥*) entraine que F' = vect(u{z), u*(2)).
On a
w(u(z)) = v*(v(z)) =z e F

et comme u et u* commutent,
ut (13 (2)) = w(uwtu(z)) = u(z) = du(z) € F
ce qui montre que F est stable par u* car (u(z),u*(z}) est une base de F.

Comme (ur)* = {u*)F, wr est un endomorphisme normal donc par le lemme 3
il existe une BON B, de F telle que matg, () soit de la forme

e —b
T\b a /)
Or, 1 est, stable par u (car F est stable par u*) et par u* (car F est stable par u).
Donc (ups)* = (u*)g1, ce qui prouve que wjp. est normal. Ainsi par hypothése de
récurrence il existe une BON B, de F* telle que matp, (up1) soit de la forme (*).

Ainsi la base B = (B, By) est alors une BON de E dans laquelle la matrice de u est
de la forme (*) 0



