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Décomposition de Dunford

Arnaud GIRAND

17 juin 2012

Reéférences :
- |[FGNO09] p.134-135 et [BMPO05] p. 210-211 et 215-216.

Proposition 1 (Dunford)

Soit K un corps.

Soit B un K-e.v de dimension finie.

Soit f € L(E).

On suppose que x ¢ est scindé sur K.

Alors il existe un unigue couple (d,n) € L{E)? tel que :

(i) d soit diagonalisable;
(i) n soit nilpotent;
(itt) f=d+n;
(iv) nod=don.
De plus, d et n soni alors des polyndmes en .

DEMONSTRATION
- Ezistence. Comme X est scindé on peut I'écrire sous la forme :

xg = (=D [J(X = 20f
i=1

Si on pose pour ¢ € [s] Ny = ker(f — Aiidg)™ on a alors par lemme des noyaux appliqué 4
X

I8 = ker(xs () = €D Vi
i=1

On définit alors d et n de la fagcon suivante :

d(’l?) = A

Vi€ [s], Vo € Ny, { n(z) = f(x) — Mz

1 est alors clair que d +n = f, que ¢ est diagonalisable (prendre une hase adaptée a la
décomposition E = @§_;Ni) et que :
Vi € [s], Vo € Ny, n% (@) = (f — Midp)ii(z) =0

Ainsi, si on pose a := maxi(cy) et si on décompose ¥ € EFenzg =1+ ...+ 2, avec
Vi € [s], m; € N; alors :

n*(z) = n® (XS: mi)
i1

§
= Zna{mi) par linéarité
i=1
== 0 car n® = 0 sur chaque N;

Donc n est bien nilpotent.



Si on nete, pour 1 € [s], p; le projecteur sur N; parallélement 2 @j#¢V; on a de plus :

V:L‘:ﬂ?ri' "i‘-’l—seE les .'LiENt“ ZAzpz z}\p’bi
i==1

= Zd(ﬂii)
= dzm)

le: s
di=> Ap; (1)
=1

Démontrons 4 présent que les p; sont des polyndmes en f. Les polynémes (X — A;} étant
premiers entre eux, le théoréme chinois nous affirme 'existence de P € K[X] tel que :

Vi e [s], P = M{(X = A%
Formulé autrement, ceci signifie que pour tout ¢ € [s] il existe R; € K[X] tel que :
P =+ Ry(X =)™

Or, par décomposition en sous—espaces caractéristiques (cf. supra), tout élément v ¢ 5 admet
une unique écriture sous la forme 2 = &, + ... + 2, avec pour tout i € [s] 2; € ;. De plus :

Vie[sl,  P(f){z) = Xz + Ry f) o (f — Nidp)™ (24) = Aty

Ainsi :

Ve e B,  P(f)(z}=d(z)
Et donc d = P(f) est bien un polynéme en f, donc n = w — d également. Ceci implique
naturellement que d et n commutent.

— Unicité. Solent d’ et n' vérifiant (i), (i4), (it} et (iv). Comme d' (resp. n') commute avec n’
(resp. d') {par hypothése ({v)) et avec lui-méme, il commute avec f = d' + n’ (hypothése
(7i?)) donc avec les polyndmes en f. En particulier d commute avec d' et n avec n’. Le premier
résultat implique que d et d' sont co-diagonalisables et donc que d — d' est diagonalisable, le
second que n/ —n est nilpotente. De fait 'endomorphisme d — d' = n’ — n est diagonalisable
et nilpotent, donc nul, d’oll le résultat.

Corollaire 1.1
Soit f € £(CY).
Alors -
exp([f} est diagonalisable < [ est dingonalisable

Démonstration :

(¢=) Immeédiat.

(=) Notons f = d + n la décomposition de Dunford de f (avec notations évidentes). D’aprés la
proposition 2, il existe un endomorphisme nilpotent n’ tel que exp(n) = n’ + ides et done,
coanme 1 et d commutent, on a .

exp(f) = exp(d) + exp(d)n’ @

Or, toujours comme d et n commutent, e? et €® commutent et donc et et n' = e — idga
ega}ement De fait e? et e%n’ commutent. Or e? est diagonalisable et e?n’ nilpotent donc par
unicité la décomposition de Dunford de ef est donnée la relation (2 ) et donc nécessairement,
comme ¢f est diagonalisable on a e%n’ = 0, Comme e € GL(C%), onan’ =0 d’on & = idga
ce qui implique (toujours par la proposition 2 ) gque n = 0. D’oil le résultat.




( ( Détails supplémentaires :
- n' —n est nilpotente. Supposons que n? =0 et n'? = 0. Alors :

pt+q
i
)P = Z +qn' (—1)PHa-ipP+a—t car p et n’ commutent

Orsii<g pt+qg—i>petdonenPt® i =0;etsii>qalorsn” =0.In fine (n' — n)PH =
d'ou le résultat (cf. |Goudd], p. 191).
— Une autre démonstration du fait gue d el n soni des polyndmes en u peul étre trouvée dans

[Goud4], p. 192. Pour i € [s] on définit le polyndme suivant :
Qi = [ [(X = )™
g
Les Q; sont premiers entre eux et donc par identité de Bézout il existe Uy,..., U, € K[X]
tels que :

> U@ =1 (3)
i=1

Posons Vi € [s], fi := Uh@Qs(f) = Us(f) o €4(f) et montrons que f; = p; ce qui donnera le
résultat voulu. Fixons i € {s].
* Pour tous i # 7, xr|Q:Qy donc :

Vi# j fio fy = UiQi(f) o UsQs(f) = Uil (f) 0 QuQy(f) = 0 (4)
Or dlaprés (3 ) :

fi=idpo fi= (ZUij(f) ofi=Y fiofi=f}
J=1 j=1

Donc les f; sont bien des projecteurs.
* Montrons que (I'm)(fi) = Nj.
Soit y = fi(z) € (Im)(fy). Alors :

(f = Midg)® (y) = (X = M)4(f) o Ui@u([)
= Ui(f) o (X — A)"Qu(f)
= Ui(f) o xs (/)
=0

[ Donc y € ;.
Réciproquement, siz € N; alorspar (3) onaw = 33, f3{(%). Or,sij # 1 fi(z) = Us(f)e@Qy(f) = 0
car (X — A)®|Qy. In fine z = fi(x) € Im(fy).
* Montrons que ker(f;} = @y N;.
Sij#ietae Nyalors fi{e) = Us(f) o Qe f) = 0 car (X — A;)*|Q;. La somme directe
étant le sous espace vectoriel engendré par la réunion on a alors @« N; C ker(/f;).
Réciproquement, si ¢ € I vérifie fi(z) =0 alorspar (3 ) m =3, f;(z). OrVi€ s, ona
montré que f;{x) € Ny;, d’oti 'inclusion réciproque et le résultat.
— On admet le résultat suivant { cf. [MT97] ) :

Proposition 2
On note N (resp. U) Vensemble des endomorphisme nilpotents (resp. unipotents) de C¢.
Alors les applications suivantes sont des homéomorphismes :

N-U
n +— exp(n)
. Et :
| U->N
U+ U — idga
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Théoréme de Burnside
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Reéférence :
- [FGN09], p. 185-186

Lemme 1 ([FGN09], p. 111)
Soit K un sous-corps de C.

Soit A € Mp{K) telle gue :
vk =1, Te(A*¥) =0

Alors A esl nilpotente.

DEMONSTRATION : Supposons A non nilpotente : on peut alors noter Ar, ..., Ar {r = 1) ses valewrs
propres (sur C) non mulles et 74, ..., 7y leurs multiplicités respectives. Alors il existe P € GLp(T)
telle que A = P7'TP oi T est triangulaire de diagonale (A1 ... Ay ... A ... Ar, 0...0). De plus,
S’ e
1 Nir
comme pour & > 1 on a AF = PITEP alors .

T
VE =1, 0=Ti(A%) = mAf
i=1

F£3]
De fait, le vecteur { : | est solution du systéme suivant :
> e
Moo A [T
Y MR
. . =0 (1)
AN s A g,

Te déterminant de ce systéme est alors, par déterminant de Vandermonde (cf infra) :

(H )\-f.) H (A= M)#£0
i=1

1<i<j<r
Done les 1y sont tous nuls, ce qui est absurde.

Proposition 1 (Burnside)
Soit G < GLn(C).
Alors G est find si el seulement G est d’exposant fini'.

DEMONSTRATION : Le sens direct est immédiat par théoréme de Lagrange. Pour le sens indirect,
commencons par fixer une base (Mi)i<i<m € G™ du s-ev (G)e engendré par G dans Mp(C) et
considérons I'application suivante :

f:G-=0C"
A (Tr(AM))1<i<m

1. Te INeR Yge &, g™ =In.



Supposons que 'on ait A et B dans G telles que f(A) = f(B). Alors, par linéarité de la trace on
a:
VM € (G)e, Tr(AM) = Te(BM)
En particulier si on pose D:= AB '€ Getsik>1ona:
Te(DF) = Te(A B 1D* Y
|
eGC{Ge
= Tr{BB~!DF!
= Tr(D*~

Ainsi :

De fait 2 — I, est nilpotente {lemme 1).

Comme G est d’exposant fini N > 1, toutes ses matrices sont diagonalisables {car racines du
polynéme scindé simple X% — 1). Done D est diagonalisable ce qui implique que D — I, l'est
également, (car VP € GLy(C), P~ (D = I,)P = P~1DP — I,). Donc, par nilpotence, 2 = I, et
done [ est injective.

Remarquons ensuite que f{(G) C X™ ot X = {Ir(A)[ A € G} est fini car les valeurs propres
d'éléments de G sont des racines N-iémes de P'unité. De fait, par injectivité de f, G est fini.

Détails supplémentaires !
- Déterminant de Vandermonde. On désire calculer le déterminant suivant ([FGNQ9], p. 17),

lesz; €€
n—1
1 = ... &y
Ve ... o) = |
: -1
1 oz .. 2k

1l est clair que si deux des x; sont égaux ce déterminant est nul. Dans le cas contraire on
pose :

Pi=V(zy,... 201, X) € Ch1[X]
En développant selon la premiére colonne on trouve que le coefficient de degré n — 1 de P
est V(2y,...,2n~1; il est également clair d'aprés la remarque précédenie que si ¢ € [n — 1],
P(z¢) = 0. De fait, le polynéme unitaire de degré n— 1 [];cpp (X — 1) divise P et done :

n—1

P= V(lﬂl;---;wn—l H(X_mi)

i=1
Ergo :
n—1
V(@ @) = Plan) = V(@1 2ot ] (@0 — 1)
i=1

Bt done par récurrence :

V-(xln"-axn)z H (ﬂfj*—*ﬂli)

1<i<j<n
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Sous-algébres réduites de M, (C)

RIFFAUT Antonin

2013-2014

Définition 1. Soit .4 une sous-algébre associative de M, (C). On dit que A est réduile si elle ne
posséde pas d’élément nilpotent non trivial,

Proposition 2. Soit A une sous-algébre associative réduite de M, (C). Alors tous les éléments de A
sont codiagonalisables.

Pour ce faire, nous allons établir que tous les éléments de A sont diagonalisables, et que A est
commutative. Nous pourrons alors conclure que les éléments de A sont codiagonalisables.

Démonstration. ¢ Dans un premier temps, nous allons vérifier que si A est réduite, alors la sous-
algébre A -+ CI,, est également réduite. Nous pourrons alors supposer sans perte de généralité
que I, € A.

Soit M = A+ M, € A+ CI, avec A € A4 et A € C*, On suppose que M est nilpotente. Alors
A est inversible : en effet, si u est une valeur propre de A4, alors g+ A est une valeur propre de
M. Comme M est nilpotente, son unique valeur propre est 0, d'ofl ¢ = —A. On en déduit que
Sp(A) = {—A} avec —A # 0 : A est donc inversible. En outre, comme A et M commutent, alors
AM est également nilpotente. Or AM = A%+ XA € A; puisque A est réduite, nécessairement
AM =0, et par conséquent A~LAM = M = 0, ce qui achéve de démontrer que A + CI,, est
réduite.

o A partir de maintenant, on suppose que I, € A, de sorte que les polynémes en les éléments de
A soient encore des éléments de A. Soit A € A. Nous allons démontrer que A est diagonalisable,
Soit x4 = [1i—; (X —A:)™ € C[X] son polyndme caractéristique, et P = JTi_, (X —X;) € C[X].
En notant m = maxX,cqy . 7, on a xa|P™, donc par le théoréme de Cayley-Hamilton,
P(A)Y™ =0. Or P(A) € A et A est réduite, donc P(A) = 0. P étant scindé a racines simples,
on en déduit que A est diagonalisable.

¢ Il reste & démontrer que .4 est commutative. Pour ce faire, nous allons tout d’abord montrer
que I’algébre A4 est engendrée par les projecteurs de ,A. Soit en effet A € .A. Notons de nouveau
A1,. .., Ar ses valeurs propres distinctes. Comme A est diagonalisable, alors

C" = (P Ex,(4).
i=1

Pour tout ¢ € {1,...,r}, on note p; le projecteur sur By (A) parallélement & @, E»,(A).
Alors pour tout z € C* ;

Ar=A (;;ﬂi(m)) = ;A g_:(fl = ;Aipi(m)
= T eBy(4) h

d’ott A =377, Aip;. Les p; sont des éléments de 4 en tant que polyndmes en A : par exemple,
p; = L;(A) ol L; est le polyndéme d’interpolation tel que Li(A;) = 0 pour ¢ # j, et Li(X) = 1.
Finalement, toute matrice A € A est combinaison linéaire finie de projecteurs de A.



Pour conclure, observons que si A € A et si B est un projecteur de A, alors

(BAB — BA): = BABBAB — BABBA — BABAB -+ BABA
= BABAB — BABA — BABAB + BABA
=0.

BAB — BA est nilpotente et appartient & A, donc BA = BAB. De méme, (BAB ~ AB)? = 0
d’ott BAB = AB. On en déduit que AB = BA, Dans le cas général, étant données A, B € A
quelconques, il suffit d’écrire B comme combinaison linéaire finie de projecteurs de .4, et on
aboutit aisément & la méme conclusion. L’algébre 4 est bien commutative. »

Complément : diagonalisation simultanée

Proposition 3. Soient K un corps (commutatif), E un K-espace vectoriel de dimension finie n, I
un ensemble, et (f;)icr une famille d’endomorphismes diagonalisables de E qui commutent deus d

deus. Alors les f; sont codiagonalisables.

Démonstration. Nous allons raisonner par récurrence sur n. Pour n = 1, le résultat est immédiat,
Supposons que n > 2. On distingue deux cas :

Cas 1 : les f; sont tous des homothéties. Le résultat est alors direct.

Cas 2 : il existe iy € T tel que f;, ne soit pas une homothétie. Soient Ay, ..., A, ses valeurs propres
distinctes. Comme f;, est diagonalisable, alors

E= @ EAk(ﬁU)'
k=1

Fixons k € {1,...,7}. Ex,(fi,) est stable par f;, et par tous les f;, ¢ # ip, car ils commutent
tous avec f;,. Pour ¢ € I, notons alors g; I’endomorphisme induit par f; sur &), (fi,)- Les
endomorphismes gy ; sont diagonalisables et commutent deux & deux; de plus, dim By, (f;,) < n
(car fi, n’est pas une homothétie). Par hypothése de récurrence, il existe alors une base By
de Ej,(fi,) dans laquelle les matrices des gi; sont toutes diagonales. La base B de E obtenue
en concaténant les bases By, des E), (fi,) est alors une base de diagonalisation simultanée des
endomorphismes f;, ce qui conclut la preuve. N
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