EXPONENTIELLE DE MATRICES - APPLICATIONS .

A56

CADRE: Dares torake colie Leqorr, me IN* ke {R,CF ol
N tmusrait N (K dim recsame &@hm@.ﬁ@ que Lon il

L/ o maalits put Qup ool da maci-ress

Priep: Yol Ao (i), i iz de moskricns T o AVl
2ot meymalurnent, dancclbolasremt VeI ke -
Q.m& Ao scsrriome de calie xerie se make enplAloe?
_&ﬁnﬂ*b@mm&@b\ﬂnqgs?%& Dol mnaktca 4 .

Prp: Pousy baube mmetitice A€ Mal KO, %9__@%@3:&&

nomnﬁo@%m»+mvu QLA 21pUB) . .
gwﬁm‘ﬁx«”w@.._\g@m%.eﬁnw luﬂe Mve\w B:[o-6),

© C o
OmO\SMXX. B)AAR) =z (A+ T2 X B+ 1) 58 - Piaey
§ DPRIUR)= CAr T X B I (R P02 ):
“Pi A of B aomt-alony mrakacas fam - 7=y
deste Balk) ot porsx PeGm(x),

B = PAP, 0lors ayo(a) ok oxp-(8) demt sesmilalies
& \ofienit Qmwmﬂ . _u,..%mw%m i ,
Cot: P louke makiiae Ac Mn(C), on o o n2lalion
det(exp(A) =¥

AP A MeefmlR) 2ok Lozpormanbicll. dipime motbpes
Noalds , on a.clazn ek (M) >O. b 2 {proguie
20t %@»mg. < L6ouA) p-A A

A

# Qo s ke tmakion Ac o (D, do mokiice axp(A>

kw&@?&g\% prRm.RiS frooysisekidn [6RIF] p333-3

K decom o @2 Duwin .QC -
Gmo. p% QAAY= @%wﬂﬁx p(N)

fhop: S Ae il Kdaeats soup (AD 95 wn pousline em 4.
B8) Gobong Nwtigua de Leponenticlts g ol

THM Bocamyponitior deBuntosl) - Yost £ um K-ap.
vecieud ole dimension imie m2 A ok b2t {elLE).
T paisbe N Lmigule ez @e diemdemn s
(Q, n) € LIEI2 vED frawnt Jeo condizlkions AuiVaanten -
() d=cl+ (i) d ot m corman wkeint

Cai) ot v sl agonalisable ok maok mibporenk -

e plus, d ok 8%\%_3@&3@380@» £-

Ex ' A-[M 7Y, Qo M =] 6O AP P D# N gp¥ iz oldeon z%sﬁwwﬁ%m%, of o5
‘M:%\\* A :...a i %Q‘Q\ ) .Q\Y\-K ».J...r \W. @«% A.Aw\&bwgw% gw‘m Z\u" m ZW\.FA..P:@QNU? .‘
o A @ & AeHn () ._ > N |
A  |ezesopmtion QbaEvm@i_% Dxp(Ar 2t 2
Prop: i daux melress Agk Bde ik comimutent, o [oXp/ad =@xp(D)» B DIN' |

Praog: Qe mokica AeMm{C) 23X diagonalisalle ek
gﬁgﬁ%gﬁm}vﬁvgo. sale. - |
(e it Ae Ml K. @%m& &) = Lo A oo baisl oeneinl
b A g dianoaodisnlole ok nEsgie SPLAICIIT €.

Ex: Poprei um gm@ de cafouldlume o IE]
b, A:=( 2 \_v qo_‘*zo.@@?méwaiﬁ
ANO m. Q@ Oo

=56 %)

) ﬁ@@
- QQ\N\

Thop: P MeMal@ o Lion axolth) = 0 & ok pautam

2k Imviererbl o fon imense ook epl-4) .

41 povst bk velenscn propre 4 ke M, on e Re( 2) <.

fEnse
m- 1,

[60UA]
Ao




.
(DNW]

%0

1 x o g

! . L %ﬁz%,ﬂ

- 5220 1o TRoWOD AT (D)™ 7D Y ¥

(g - ) 7> svop (PD .2 ) o

oy >IN0 2 S e yLon Wy - O
e amcgeebin e s bk rpeono

Y @
1oVl x| 470 (% .NL T PP TS0

TOUPOWY BN D W ROR LY %ﬂ?mcﬁs

(77058 wegoasas ) |, NI [W-2/(2)™ R0V iR T0)

ﬁ_w
VI wa-n = (1 mder espe pus () P IOU Y= 72

605
-90¢'d

(o3 1|9 TS ey AT odhany T g e Re R WHL

112702 (s =y I aow o gy Fypreok AL

%%d%sgxa X o@m $SEU N\ ¢ v;vnﬂm
AYE2) S CIPHT Tprosag 2 =l oo g
QN U >Q HSTRT @l & JRWRNPIY T E@%m&& ~Y
WY () LPIW ASFO L (W7 DY T e
Rk ey ey VO TR

ranneeEeng
T (91D e | Iy b rpsneu b
() Onp= y TTrb e [XID7 AT myroy iy

R e e T = o e TN
i HSI.,Q @=w

ey g%&%a%&: ~ HX &4 (0 77372H " * PO
PP o () YRRY w2l (R U =) cop T To) ITPLUMED

) PRRBY TOUNOW DU XF
O 7151 329 waad e

e
) Ahﬁ\w l_.,;,u+ ©) v - Niwowud 8woe 0 UR
(0)  Tewdes
£ sorop s oo ﬁél_‘. (9 J
1§

(0) + v

oo g 7 Ly NIRE =00 TR 0GPy
.. @&a@@%@ﬁ%&a dﬁm%g A\ 04 Ty

sl smey gy Ty ST STETTDER G O

. Copsaon W ISTES TP T AU
M..”w@ﬁ&ﬁ@ﬂdbﬁﬂ@ % TP «odol hv_u.é\@, day

lmﬁ)#inaﬁhwi%%gnv d.mu & d‘c_m_mwmf wir N_&&d‘ N\EQQE@
lwﬂhrﬂMumwMﬂu Loy VO TEFFTO2 éé&ﬂcﬁ@.dmo/ )

- T g XREP TP AT D wogoodhyy Ty

sy eueT ST I (AT 9

‘A QWD TTATUED gﬁ@%ﬂ
yah

T g e

Wy = ..Amsto SIPYRNYY, 3 SRR 70T

| emeIp Ll ) P PO eI (Y

2=
Eoves

W

NS Pe) S oo e Cetyipan KK U2 P arded cxrregen aap rounies v g
Y g Yrsesdbonp ¥ sy 5&&?@@%@4

7ok ety p ooy b A ST

(W2, = (295D
'@ ° (0 @'y D 2 Trbovp e yurorhuon
A= ey, pr ootk wit 14 1]

mnm.m
il

55d

D7D e A%,@o_g%ﬁﬁs@@%&&@% A7) HEE

¢ 33

7 e Lecdonoozo or w0d UBTHDUEY BT




LENSY
polls

TM
péo

MNTE

pAK.

[Ema
pA

@Mﬁ%ﬁ. aerkriction Dwrbmr KT Qng.. bieflle

THM. %%G.NQ IN*, on mote Ay Lomsomble deo

molneee g femlos dierdie w&m Mae (K 2k Yp Lares.
oo%ws clomo %\,QQ\ aleen

g@ﬁgﬁ

THY. ym,smu@g.ﬁﬁp realise v .@agg?mw?t
Do (R) dhames LR ok o .@Qgrwvaxﬂ oz
M.m.;nmwg K (L)-
HL/ Applecodion o Féluaeles ulor pus S mes Ao ron -
ol Jindgner & codifcmns e e
.@mﬁ P keoske mayice A (IR), @owwpgg
b= axp(kA) apk didbuabl M R okbo.alenvie ok
mhlhfu (EA) - b@%mm\ﬁ.

o

IVE2Z)-Ye Vi <z - V-
o
né
Ovtimug ovez Lm ylb) =
.Nﬂ BL\b mbﬂvb.mmﬁ\* WW ‘w%\punw.w\w. <2
I Yée2)- VLN < yl© iz -\- 1

THM: Yasonk .. Are € doo 20050

Aec M, (R, Conslicons Qo peblime o &
|8 = AYiB owves condition siddode -

(i) % dobutions Aeok a2 Eﬁuﬁe; ont sYalkles
b 2 poudonent b .Nm.mmmqn‘.nu \ «_mm CA; 53

(YEap defossions sk siablen Siak b
Re (V< oL diom mwm»%,u o okl blec . ewrocd

b 410 gk c@@m pPoun boubtzte
_ ;

eRalion YN st dite ey mptakiqusemnent Skl
LEE 3> i e ncian Y: Dejtwl—s iR,
O kddy que prun Yesuid-

wnu,_v..,m%a@m

A1 ot pealanenkg bion

Ex: Fo can g S dlimenon T (- Jonpene.

- [EnA

P

p: i pou bz telR devo rmalices L,Wn\n.s;ﬁ k)
(@uw_.mam @4pltA) = 29 [18),00 00 mecassaiammant A-B
THI . i Ae R, abono Jo At diffmtoel
Limeoane V&) - AY(E) s i.\.wéo oo .
ihkale Y(to)=\, € IR "gdomsk aong g &diatioo
VA2 exp((t-L)A) o *wmh\#»&ﬁrf 3= K_

bef: Neoms Vit 2) o, polusdon diy, pusiome dafigonbels
al\c.m.rm\o&wé& m.&&oﬂes_‘ 1@9 2e K™ a condalicon
(ﬁ-mu.. h.m.v HN . ‘

REFERENCES:

X [CRIF]: 7. 650erne- AopbreQingauns. L kre<dition)

¥ L&QUA) : Y. Gorodam - Leo metlen om teke \>~@m\¢a (Joid)

* TEN521: 5. Frouncinon., H.Glanelle  S. Nicolar - (reasne
X-Engs \\:@m_uﬁ 2

* TMNTET : R. Mnpgi mmé, F. Teornd - Tihoduckion ade

_ Knicie d20 pfeupen 2 Lie clontiques -

# [Rolsy 7 - F. Rounidee - mﬁnmc.ibo:p Bgﬁ%ﬁsimﬁ

o Xoeagde Jo Jicamce ot de § 2qregolontsy)

% Om &3% e rdukioa YIE ) 20 sioble SR greiste

) | NG 2 Czo %E@H mﬂuﬂ_umhw .WIA/\SB.V_. t Tv(mm«ﬂ—

* [ZAVIT M Zovidoviue - Un mascde smaks-

¥ [DEMAT. TP Domayély - Amaluge maynds pﬁ%ﬁb« 2
Aifps %@W@&c&%& The

A

—



. (quep)
0={¥) <

[promsihed) o< ( 7

ot b)) 0301y

- gAY, %%& ek simryon §S¢ E oo

CANY Jgag pooow) (ol Toudaty Proow )
VERWIPR 070 ¥erqunpat D<K 9

)
RO

hﬁ&éaaag&o S)dt% w&.@&g&v
gy M vrd AL A «mﬁ%oéﬁ

NN
4
£ /|

¥ T30 oo =sderd K%0N 2 o) -

dw.wﬁ °

SP7/\N

_ _ﬁ% b Jm\\

Coqeysuy preey)
dﬂ»...“«.ﬂﬂu 20 J .

(709 prroow)
O>% > 6

2V, JT _\&ﬁgﬁg QUG o@&mgb AP0 Y fﬁwdu ?

e 0gzd - (Y1) Qc&%w,q 220 A * mﬁﬁs}sﬁ@wﬁo@g%gnéw\ / IXANNy



Décomposition de Dunford

Antoine LOUAZEL et Zois MOITIER

8 mars 2015

Référence : S, FRANCINOU, H. GIANELLA, S. NICOLAS, Orauz X-ENS Algébre 2. Cassini. p.112-114.

Théoréme. Soit F un K -espace vectoriel de dimension n > 1 et u un endomorphisme de E, dont le
polyndme caractéristique est scindé sur K. Il existe un unique couple (d,n) d’endomorphismes de E
tel que :

-u=d+n,

- d et n commutent,

— d est diagonalisable et n est nilpotent,

- d et n sont des polyndmes en u.

Démonstration. Montrons d’abord Pexistence du couple (d,n). Ecrivons
T
X'!l _ H(X - As)ms
§=]

avec r > 1, les Ay, € K deux & deux distincts et m; > 4. D'aprés le lemme de décomposition des
noyaux et le théoréme de Cayley-Hamilton, E est somme directe des sous espaces caractéristiques

F, = ker(u — Ag1d)™ :
-
E=F
=1

Soit d 'endomorphisme de ¥ dont la restriction & Fy est A;Id, d est diagonalisable. Posons n = u—d.
Comme chaque sous espace caractéristique de F est stable par u et d, il est stable par n. Si on
note my la restriction de n dans Fy, on a u; = ds + ns et ds = A;Id. Par définition de Fj, on a
n™s = (us — A Id)™s = 0. Donc ns est nilpotente et commute avec dy. D’oll n est nilpotente et
commutte avec d.

Montrons que d et n sont des polyndmes en u. Pour tout s la projection 7, sur Fy parallélement a la
somme des autre sous espaces caractéristiques est un polyndme en . Or par construction on a pris

dzi)\svrs € Klu)

=1

Montrons P'unicité. Par 'absurde, supposons qu’il existe un autre couple (d',n’) répondant au pro-
bléme. On a alors d — d' = n — n'. Comme d’ commute avec n/, il commute avec u et donc avec tout
polyndme en u. En particulier, il commute avec d. Ainsi d et d’ sont codiagonalisable et done d — d’
est diagonalisable. De méme n commute avec n' d’olt n — n' est nilpotent. Or le seul endomorphisme
diagonalisable et nilpotent est 'endomorphisme nul, Donc d = d' et n=n', ]

Application. La décomposition de Dunford de e? et (e, e (eM —1,,)) ou (D, N) est la décomposition
de Dunford de A.




Démonstration. Posons A = D + N ol (D, N) est la décomposition de Dunford de A. Comme D et
N commutent, on a e? = eP e, Posons e = I, + N’ ol
N n~—1 Nk
' -
N =e ﬁIn = Z —E_
k=1
La matrice N’ est nilpotent car N' = NP(N) ol P est un polynéme. La matrice eP est diago-
nalisable car D est diagonalisable. Comme e” et ¢ commutent, N’ commute avec el Lréeriture
e = e +eP N’ est la décomposition de Dunford de e‘df car e N’ est nilpotent et commute avec

el 0

Application. L’ensemble des matrices de My (C) tel que e = I, est 'ensemble des matrices diago-
nalisables dont le spectre est inclut dans 2i7Z,

Démonstration. En reprenant les notationsde la preuve précédente on a et = el +eP N' = I, soit
avec 'unicité de la décomposition de Dunford, e? = I, et e N’ = 0. Comme e” est inversible, on
doit avoir N = 0. Or N/ = NP(N) et le coefficient constant de P est 1, donc P(N) est inversible
d’oti N = 0. En effek . dans une base trigonalisant N on obtient que P(IN) est unipotente. Donc A est
diagonalisable, en se plagant dans une base de diagonalisation, on vois que

ediag()u,...,)\n) — diag(e)‘l, L ’e)\n) =1,

Donc pour tout s, e*s = 1 soit A, € 2inZ.




Surjectivité de 'exponentielle

Antoine LOUAZEL et Zois MOITIER

8 mars 2015

Référence : M. ZAVIDOVIQUE, Un Max de Maths. Broché. p.49-53.

Nous alons avoir besoin d’un lemme sur les groupes topologiques j'en rappelle la définition :

Définition. Un groupe topologique est un triplet (G,-,7) o (G,:) est un groupe, (G, 7) est un
espace topologique, et ces deux notions sont compatibles : les applications (g,4) — gh et g ~ g~

sont continues.

Lemme. Soient G un groupe topologique et H un sous-groupe de G contenant un voisinage du neutre
e de (3. Alors H est owvert et fermé dans G.

Démenstration. Montrons que H est ouvert. Soit V' le voisinage ouvert de e tel que V ¢ H. Si on
note ¢ : g - h™'g qui est continue, on a que ¢~ 1(V) = AV donc hV est ouvert et est un voisinage de
k. Donc H est ouvert.

Montrons que H est fermé. On a que G = Uycq gV et H = (Jpegy hV. Done H® = Ugerr 9V, en effect
sig¢ H, gV C HE car 8'il existe gv € H, alors on aurait g € H, Or gV est ouvert pour tout ¢ donc

HE€ est ouvert et H est donc fermé. M

Théoréme. Soit A € GLy,(C). on note
C[4] = {P(4), P € C[X]} et U = C[A]NGL,(C)

Alors exp(C[A]) = U. En particulier, exp : My (C) 3 GLy(C) est surjective.

Démonstration. Soit A € GLy(C). C[A] est un sous espace vectoriel de My, (C) de dimension finie, done
fermé. Pour toute matrice M € C[A], comme eM est une limite d’éléments de C[A], on a eM € C[A4].
De plus eM est inversible d'inverse e=M ¢ C[A].

Pour M € U, M est inversible d’ott M~} € C[M] ¢ C|A], et donc (U, x) est un groupe.

Comme tout les éléments de C[A] commutent, on en déduit que exp induit un morphisme du groupe
(C[A}, +) dans le groupe (U, x).

On va montrer que exp(C[A]) est ouvert et fermé de U en utilisant le lemme. On sait que Papplication
exp est C! sur My(C) et que sa différentielle en 0 € C[A] est Dexp(0) = I, (en écrivant ef! =
L+ H +o(|H])) qui est inversible. Donc d’aprés le théoréme d'inversion locale : il existe un voisinage
ouvert Vp de 0 € C[A] et un voisinage ouvert V de I, € U tel que expyy, * Vo = V soit un Cl-
difféomorphisme. Par le lemme précédent avec ' = U, H = exp(C[A]} et V C H voisinage ouvert de
I,, on a que exp(C[A]) est ouvert et fermé dans U.

Montron que U est connexe. Soient M,N € U et f : z = zM + (1 — 2)N défini sur C et 3 valeurs
dans C[A]. Le polyndme det{f(z)) s'annule sur un ensemble Z fini, et Z ne contient pas 0 et 1. Or
C\ Z est connexe par arcs il existe v : [0;1] = C\ Z continue tel que v(0) = 0 et 4{1) = 1. Ainsi
fory:{0;1] > U est un chemin continu qui relie N & M. Donc U est connexe par arcs et donc connexe.
Donc exp(C[A]) est non vide, ouvert et fermé dans U connexe, d’ol exp(C[A4]) = U. ‘ a



Corollaire. St A € GL,(C) et k € N*, alors il existe B € GLp(C) tel que A= Bk,

Démonstration. On aque A € U, donc il existe P € C[X] tel que A = eP(A) et donc B = exp (%)

convient. B

Application. Soit A € GL,(R). Alors il existe M € Mn(R) tel que A = eM i et seulement s'il existe
B € M,(R) tel que A = B2,

Démonstration. (=) est évident en prenant B = exp (%)
(<=) Soit A € GLy(R). On suppose qu’il existe B € Man(R) telle que A = B2 Or B € GL,(C), il
existe Q € C[X] tel que B = ¢?(B). Mais B est réelle donc B =B = e@(B) = ¢@(B), On obhtient alors

A= BB = BE = 9B LB

Or Q(B) et Q(B) commute et Q(B} + Q(B) € Mu(R). En posant M = Q(B)} +@(B),ona A=eM
avec M € My(R). 0




