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Image de 'exponentielle

Voir Zavidovique.

Théoréme 1
Soit A € M,(C). Alors exp(C[A]) = C[4]*.

> — Etape 1 : C[A]* = C[A] N GL,(C) L'inclusion C est évidente. Si M €
C[AINGL,(C) alors, M~ comme est un polynéme en M, c'est bien un polynéme
en A.

—~ Etape 2 : exp(C[A]) < C[A]*. En effet, si M = exp(IV) avec N € C[4]
alors I, = exp{N) exp(—N) = M exp(—N) done M € GL,,(C). De plus, C[4] est
fermé comme sous-espace vectoriel de M,,(C) donc M = exp(N) € C[A]. Le point
précédent permet de conclure.

. -1
— Etape 3 : C[A]" est un owvert connere de C[A]. On a C[A]* = C[A]Ndet(C*)
done C[A]* est un ouvert de C[A]. Montrons qu’il est connexe par arcs. Pour
M,N eClA]* on a:
vz ¢ C, M(z) =2zM + (1 —2z)N € C[A].
On va donc chercher un chemin de la forme
vi € |0,1], M(2(8)) = 2(0)M + (1 — 2(£))N _

avec t ~> z(t) continue telle que 2(0) = 0 et 2(1) = 1. De plus, Vapplication
2+ det{M(z)) est polynomiale en z donc elle s un nombre fini de zéros. Fn
considérant

Vo € RVt € 0,1], 2g(t) =t +iat{1 — 1),

comme (£, a) = z,(t} est injective, on peut trouver a € R tel que Vi € [0, 1], det{M (z,(2))) #
0 et z,(0) = 2,(1) = 1.

— Btape 4 : exp(C[A]) est ouvert. On a exp(0) = I, et dexp(0} = Ida, (o
done, d’aprés le théoréme d’inversion locale, il existe des voisinages ouverts 4/
de 0 dans C[A] et V de I, dans exp{C[A]) tels que I'exponentielle réalise un C*-
difféomorphisme de U/ dans V. Alors, pour B € C[A4], on a :

exp(B +U) = exp(B) exp(U) = exp(B)V

(car B commute avec les &léments de I/) donc exp(B)V est un voisinage ouvert de
exp(B) inclus dans exp(C[A]).
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— FEtape 5 : exp{C[A]) est fermé dans exp(C[A]). On a :

ClAP\ exp(C[A]) = U M exp{C[A]) .
MeT[ADPN exp(T[A]) ouvers
En effet,
CIAP\ exp(C[A]) = UJ M{exp(0)} © U M exp(C[A])

MeTlA}*\ exp(ClA]} MeCIAP \ exp{ClAD

et si M € ClA]"\ exp(C[A]) et N = M exp(B) avec B € C[A], alors N € C[A4]"
et M = N exp(—B) & exp(C[A]) donc N & exp{C[A]).

— Conclusion : Par connexité de C[A]*, on a exp{C[A]) = C[A]*. O
Corollaire 2
exp(M,(C)} = GL,(C).

B> Soit A € GL,(C). On a A € C[A]* = exp(C[A]) C exp({M,,(C)). O
Corollaire 3

| exp(M,(R)) = {4%, A € GL,(C)}.

> Soit M € M, (R). Alors exp(M} = exp(M/2)%.

Soit M = A® € GL,{C). Alors il edste P € C[X] tel que exp(P(A4)) =
A. Comme A est & coefficients réels, exp(P(A4)) = exp{P{4)} = A = A donc
exp((P + P)(A)) = B € exp(R[A]) C exp(M,(R)). |
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Morphismes de (S', x) dans (GL,(R), x)

Voir Oraux X-ENS Algébre 2
Proposition 1

Pour tout morphisme de groupes continu ¢ : (8%, x) — (GL,{R), x), il existe
Qe GL(R),r c N ky,..., k. € Z* tels que
R,
; R, -
wret— @ t 1 Qt
1
X __ (cosf —sinf
o, Y9 € R, Ry = (sin@ cos @ )

> Analyse : Soit ¢ : 8 = GL,(R) un morphisme de groupes contimi.

— Etape 1 : Montrons que p(S*) < SL,(R). Notons 1 : det op. Comme 7 est
continu et &' est connexe, (S} est un intervalle de R*. Comme (1) =1, on
a donc (8%) C RY. De plus, comme S* est compact, %(S') est un segment. En
particulier, 4(S"} est borné. Comme %(S?) est un sous-groupe de (R*, %), on en
déduit que ¥(S) = {1}. Ainsi, ¥z € §', (2) € SL,(R).

— Etape 2 : Montrons que les valeurs propres des images sont de module 1.
Comme @{S'} est compact, pour une norme |.| quelconque sur M, (R), il existe
une constante M > 0 telle que Vz € 8%, ||p(2)|] < M. On en déduit que

vz € 8, VA € Sp(p(2)), |Al < M.

Soient z € ST et A € Sply(2)). Pour tout p € Z, \? & Sp(p(2)"} = Sp(w(z*)) donc
S’
E@(S)

|A"| < M. Ainsi, la suite (JA[P),ez est bornée. Donc A = 1.

— FEtape 3 : Relevement. Notons ¥t p{e®). 1 est un morphisme de groupes
continu de (R, +) dans (GL,(R), x). En fait, 1) est dérivable. En effet, posons
X

F:zeRw— f Y(E)dt. F oest C' sur R et, en particulier, F'(0) = I,. Ainsi,
0 ,

1
%F () £—IO> . Comme GL,(R) est ouvert, on en déduit que EF (t), donc F(¢) est
—U n
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inversible pour ¢ petit. Soit donc a > 0 tel que F(a) € GL,(R). Alors, en intégrant
Yz + 1) = ¢(x)¥(t), on obtient

jg "+ £)dt = v(z) jg “edt e o) = Fla)! f @

Donc 1 est dérivable. Alors, de ¥{z+1t) = ¥(z)¥(t) on déduit ' (z+1t) = ¥ (#)%(x)
d’oft, pour ¢ = 0, ¥'(z) = ¢¥'(0)w{x). En notant A = 9'(0), on obtient

Vi € R, H(t) = ™.

— Etape 4 : A est diagonalisable. Comme 1 est 27r-périodique, e = A4 —

e*e®™ donc ¥ = [,,. On a donc Sp(e*™) = {e™ X e Sp(4)} done
YA € Sp(4), e =1 ie A € iZ.

De plus, si A = D+ N est la décomposition de Dunford de A dans M,,(C), comme
D et N commutent, on a I, = 2™ = eZ PN _Or D est diagonalisable et a les
mémes valeurs propres que A4, donc e*™” est diagonalisable et ses valeurs propres
sont {”, A & Sp(A)} = {1}. Donc ¥ = I,. Ainsi, ¢V = I,,. 8, par Pabsurde,

N #0, on a, pour X € Ker N%\ Ker N (% 0),
X =X +22rNX #X

ce qui contredit e* ™ = I,,. Ainsi, N = 0 et A est diagonalisable dans C.

FEtape 5 : Conclusion. A est diagonalisable dans C et ses valeurs Propres non
nulles sont conjuguées et dans ¢Z, donc il existe ky,..., & € Z* et P € GL,(C)
tels que A = Pdiag(iky, —iky, ... %k, —ik, 1, ..., 1) P . Alors,

VECR, e4=p e P

Or, pour § € R,

LG i1 - 1N\
(0 e_w)<1 ui>R"(1 —@) :
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Donc i existe @ € GL,(C) tel que

Rig,

R _
thy Q 1-

1
Comme les matrices semblables sont réelles, on peut prendre Q € GL, (R).

— Synthése : soit ¢ : " +» ¥(t) comme ci-dessus. ¢ est bien défini car Ry ne
dépend que de ¢ mod 27 pour k € Z. C’est un morphisme de groupes car By =
Ry Ry pour &k € Z. 1l est continu car, pour & € Z, |7 — ™| < |kl|e? — '] d'ot

fcos(kt) — cos(kt)| < [klle™ — | [sin(kt) — sin(kt')] < [k|[e” — .
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Etude de O(p, q)

Voir H2G2

Théoréme 1
Solent p,g # 0. On a un homéomorphisme

O(p,q) = O(p) x O{g) x R™.

> — Blape 1 : Application de la décomposition polaire. Soit M € O(p, q). Soit
(0,5) € O(n) x ST (R) (n = p+ ¢) la décomposition polaire de M. Montrouns
que 0,5 € O{p,q).

Posons T = ‘MM = 5% Comme M € O(p,q), on a MI, ;M = I,, donc
M M =1, dott M € O(p,q). On en déduit que ‘M < O(p, ). Ainsi,
5% =T € O{p,q). Comme T € STT(R) et exp : S,(R) — ST(R) réalise un
homémorphisme, il existe U € S,(R) tel que T = exp(U). Alors,

T € Olp, g} — TL,T=1,,
= T=IL0T ',
— exp (*U) = Ip_)ql exp(—U)1,,
— exp ("U) = exp (ﬁI;;UIp,q)
_trr . -1
s, U= =—[UL,
= Ulpg+ 1, ,U =0
I U
— —Q—Ip’q + Ip@? == 0

U _ U
= ‘exp (E) = Ip,; exp (E) Ipg

- U U A
d’oll exp 5/ € O(p,g). Or exp 5) € Sn(R) et exp 7} = T done, par

unicité de la racine carrée dans S,(R), on a § = exp 5/ € O(p, q). On en déduit
que O € O(p, g)-

=
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Ainsi, la décomposition polaire induit Yhoméomorphisme
O, q) = (On) N O(p, ¢)) x (STHR) N O(p, q)).

— Etape 2 : Etude de O(n} N O{p,q). Soit O € O(n) N Ofp, g). Ecrivons O =
A C
(B D) € Mpigprq(R}. Alors

‘AA—'BB =1, "AA+'BB = I,
NG —tBD =0 PAC +'BD = 0
OeOmnOma) < § ica_tpp—g et FOA 1B =0
‘CC - DD = —1I, ‘CC DD =1,
B=C=0
— A€ O(p)
D e O(g)

Ainsi, O(n) N O(p, g) = {(g‘ g) LA€O0@),De O(Q}} ~ O() x O(g).
— Etape 3 : Etude de S,(R) N O(p, q). Posons
L={MecM,R), ML, + I, M =0}
On a vu précédemment que exp réalise un homéomorphisme L NS, (R) ~ Olp,g)N
ﬂ*@)&MSeLﬂSMRLS:(% g)Abm

Shyg+L,,S=0 =  A=D=0

dmmLﬂSdR)—{G% ?),BEA@ﬂRﬂH:W@

— Conclusion. On a moniré que

Op,q) ~ O(p) x O(g) x R¥.
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