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LECON 153 : ENDOMORPHISMES
TRIGONALISABLES, ENDOMORPHISMES
NILPOTENTS

Soit K, un corps [commutatif]. On se place dans E, un K espace vectoriel de dimension finie n € N*,

1 Définitions et notations < 02 geuk gy i o @bég . o kg

& On note . () I'ensemble des endomorphismes de .

w On dit que deux metrices de .4, (K) sont semblables si elles représentent le méme endomor-
phismes dans 2 bases différentes.

i On défini yu, lc polyndme caractéristique de w : xy (A) = det (v — Ald).

& Le polynéme caractéristiques est un invariant de similitude. On peut donc le définir sur les
matrices,

w¥ Les tacines de x, sont les valeurs propres de u. On note Sp(u) 'ensemble des valeurs propres
de u.

w On appelle IL, I'unique générateur unitaire de 1'idéal des polyndmes annulateuss de u, ¢’est le
polyndme minimal de u. (Cet idéal est non w%c car . (E) est de dimension finie %),
W lf‘uz_ :

¥ Endomorphismes trigonalisables

Defivition 11,1 (Endomorphismes trigonalisables)
| Soitu € 2 (E) etsoit A € 44, (K).
On dit que u est trigonalisable si il existe une base dans laquelle la matrice de u est iriangulaire
superieure, :
On dit que A est frigonalisables si elle est semblable & une matrice triangulaire superieure,

Example : Toute matrice triangulaire inferievze est trigonalisable
0 1
On conjugue par - € GLy, (K).
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Proposition IL1 (Caractérisation de la trigonalisabilité)

Soitu € & (E).
Les propositions suivantes sont équivalentes :

v v est trigonalisable.

w 1 annule un polynbéme scindé.
Wy, est scindé,

w I1, est scindé.

Remarque : La caractérisation est identique sur les matrices.
Remargue: Sur un corps algébriquement clos (par exemple C), tout endomorphisime est trigonalisable.
Application : Résolution des equations différentielles : X' = AX par trigonalisation sur C.
Corollaire IL.1.1 (Trace et déterminant)
Siw € & (E) est trigonalisable, alots :

— Tr (u) est la somme des valeurs propres.

— det (u) est le produit des valeurs propres.

—- Les valeurs propres de u? sont les A’ ou X est valeur propre de u. Les muItipHcités sont les
mémes,

Lemme II.1
Tout endomorphisme (resp. maltrice) trigonalisable posséde une valeur propre.

Lemme IL1.2

Soient f et g, deux endomorphismes qui commutent.
Si f et g sont trigonalisables, alors ils ont un vecteur propre communs,

Théortme IL1 (Trigonalisation simultanée)
Soient (f;);ep» une famille d’endomorphismes de E qui commutent.

Les f; sont trigonalisables dans une méme base et Z f; est trigonalisable.
jeJct

I Endomorphismes nilpotents

1 Définition et premitre propriétés
Definition ITL1 (Endomorphismes nilpotents, indice de nilpotence)

Onpose N = {ue £ (E). 3k e N, v = 0}.
Les endomorphismes de .4 sont appellés endomorphismes nifpotents.

Soitu € L. On appelle indice de nilpotence de u e plus petif entier k € N vérifiant u* = 0.
Ces deux notions sont définies de maniére analogue sur les matrices.

Exemples :
w La dérivation dans K, [z] est nilpotente.
g o -/gn (K ) -—F

A, (K) .
M o— AM est nilpotent,

w 5i A est nilpotente,

N




“_,_

II. Endomorphismes nilpotents 3

Proposition ITI.1 (Une premiére caractérisation)

Soitu € £ (E).
u est nilpotent si et seulement siVx € E, Jdp € N*, w? (z) = 0.

Remarque: C’est faux en dimension infinie.
contre-exemple : La dérivation dans K [X].

Definition 1IL2 (Bloc de jordan)

On appelle bloc de Jordan de taille p la matrice J, € .4, (K) définie par :

Remarque: Unbloc de Jordan de taille p est nilpotent d’indice p.
Proposition 1IL.2 (Structure de ’ensemble des nilpotent)
A est un cBne mais pas un espace vectoriel,

Proposition 1113 (Somme et composée de nilpotenis)

Soient u et v, deux endomorphismes nilpotents qui commutent.
% + v et u o v sont nilpotent.

Proposition IIL.4 (Endomorphisme induit et espaces caractéristiques)

Soitu € & (E).. _
Soit A & Sp(u) et soit Fy le sous-espace caractéristique associé & M. L’endomorphisme tp, — AId est
nilpotent.

Remarque: iy, désigne 1’endomorphisme induit par u sur F).

Théoréme IIL.1 (Nilpotent et unipotent) _
L’exponentielle est un homéomorphisme entre les nilpotents et les unipotents.

2 Noyaux itérés et réduction

Proposition IIL5 (Noyaux itérés)
Soitu € A et soit k 'indice de nilpotence de u.

{0} = ker (%) G ker (1) G -+ & kor (*) = E.

Corollaire IIL5.1 (Indice de nilpotence)
L’indice de nilpotence p d’un endomorphisme nilpotent vérifie : p < n.

Corollaire IIL.5.2 (Trigonalisation des nilpotents)

Soit u, un endomorphisme nilpotent,

Soit %, une base adaptée a 'inclusion stricte {0} = ker (fO) G ker (f) G -+ G ker (f*) = BE.
La matrice de u dans 2 est triangulaire supetrieure stricte. Réciproguement, toute maftrice triangulaire
superrieure stricte est nilpotente.
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Proposition IIL6 (Caractérisation)
Soit u € . (F) Les propositions suivantes sont équivalentes :

w y est nilpotent.
w I, = X?
= = (-1)" X7

[~ Proposition IIL7 (Une caractérisation de la nilpotence)

Soitu € &£ (E). '
ue N & Vhe N, Tr(ub) =0

Application TIL7.1 (Théoréme de Burnside)

L Tout sous groupe de G Ly, (C) d’exposant fini est fini.

Proposition 1IL8 (Base réduite)

Soit u, un endomorphisme nilpotent d’indice p.

Soit z € E\ ker (w71).

La famille & = (z,u (z),+++ ,uP~* (2)) est libre et stable par u.

De plus la matrice de I’emdomorphisme induit par u sur vect (%) est Jj,.

3 La Décomposition de Jordan

F Théoréme 1.2 (Décomposition de Jordan)

Soity € A .
Il existe une base dans laquelle Ia matrice de u est formée de blocs diagonaux de Jordan. Ceux-ci sont

uniques & I’ordre des blocs prés.

IV La décomposition de Dunford

Théoréme IV.1 (Théoréme de décomposition des noyaux)

Soitr € N* et soit (Py,--- , F,) € (K{X])". Soitu € Z (E).
Si les P; sont 2 A 2 premiers enire eux, alors :

ker ((H 1-"4) (u)) = @ ker (P; (u)).

=1 i=1

Théoréme IV.2 (Decomposition de Dunford)

Soitu € £ (E).
Si u est trigonalisable, alors,

v=d-+n

d est diagonalisable
n est nipotent
don=mnod

3 (d,n) € (& (B))? vérifiant :

De plus, d et n sont des polynémes en w.




IV. La décomposition de Dunford ' 5

Remarque :
On définit une décomposition de Dunford multiplicative » = d o v avec v unipotent et d diagonalisable.
L’ exponentielle envoit Dunford additive sur Dunford multiplicative.

Application 1V.2.1 (Exponentielle et puissance sur C)

L’exponentielle de matrice défini une surjection de #;, (C) dans GL, (C).
Soitp € N* et soit A € GL, (C),3B € M, (C), A= BF




CHAPITRE 1 B T N

LE THEOREME DE BURNSIDE

Dans ce chapitre, n € N* et  est un K espace vectoriel, avec K = R ou C.
Proposition 1 (Nilpotence et trace)

Soitu € Z (E).
u est nilpotent & Vk € N*, T'r (u’“) =0

Démonstration :

=

u est nilpotent donc trigonalisable avec 0 comme nnique valeur propre.

Ainsi, il existe une base dans laquelie 1a matrice de u est triangulaire supetrieure avee des élements diagonaux
ouls. T en est donc de méme pour toutes ses itérées et donc, par définition de la Trace, Vi ¢ N*, T'r (u®) =0,
.

Soit u, wn endomorphisme vérifiant Vk ¢ N*, Tr (fuk) =,

Soient, Aj, -« -, A, les valeurs propres complexes non nulles de u, 2 2 2 distinctes et soient al, oy, lours

multiplicités.
P

—\ e 3
Par hiypothéses, Vk € [1, n], 3 o\ =0,
i=1
Si 0 n’est pas la seule valeur propre, ce systéme est un systéme de vandermonde non nal et jnversible, Amsi,
les cv; sont tous nul et donic 0 est la seule valeur propre (ce qui est exclu).

Adnsi, v est nilpotent.

Théoreme 1 (Théoréme de Burnside)

Tout sous-groupe d’exposant fini de G L, (C) est fini.

Démonstration
Soit 7, un sous-groupe d’cxposant fini de G' Ly, (C).
Soit (My, -+ , M) € GP, une base de F :=vect(G).
: G — P
on pose ! A v (Tr{AM))en
Montrons goe f est injective et @’ image finie.
Injectivitd de £
Soit (4, B) € G? vérifiant f (4) = f (B). Montrons que 4 = B.
Mantrer que A = B revient & montrer que 1) := AB ~+ — I, est nulle.
Nous allons montrer que D est nilpotente et diagonalisable.



3 Chapitre 1. Le Théoréme de Burnside

= Montrons que D est nilpotente.

Pour démontrer ce résultat, utilisons la proposition 1.

Par linéarité de la trace et par f (A) = f (B), VM evect(G), Tr (AM) =Tr (BM).
Cette égalitée est en particulier vraie VM € G.

G est un groupe, donc, AB™ € G.

Ainsi, Vk € N+, Tr ((AB‘l)k) =Tr (4B~ (4B1) = Tr (BB B =17 ((4 B,
Ainsi, par une récurrence immédiate, il vient, Vk € N, Tr ((AB“I)k> =Tr ((AB'l)O) =z Tr (L) = .

k

Mais, AB~! et I, commutent, et donc, D¥ = Z E-;"c (—1) (AB"l)k_j et donc, par linéarité de la trace,
e
Tr (Dk> Zﬁfc 1)! Tr ( k'—J) = nz i} (=1) = 0.
j=1%" j=1

Ainsi, d’apres le lemme, D est nilpotente.
w= Montrons que D est diagonalisable.
G est d’exposant fini. Notons le V.
Ainsi, par définition, VM € G, MY — In = 0.
M annule donc un polyndme scindé simple et est donc diagonalisable.
Ainsi, tout les éléments de G sont diagonalisables.

Miais alors, AB~} € G est diagonalisable, et donc, D est diagonalisable comme polyndme en AB™.
Ainsi, f est injective.
f est d’mage finie
D’aprés ce qui précede, les valeurs propres des éléments de G sont des racines N--iémes de I'unité.
Ainsi, Tr (G) est fini et donc comme I'image de f est incluse dans T (@), il vient le résultat. -]




esesssssesssssressssmmmm——m  CHAPITRE 2

LA DECOMPOSITION DE DUNFORD-JORDAN

Dans ce chapitre, n € N* et K = R ou C.
Théoréme 2 (La décomposition de Dunford-Jjordan)

Soit E, un K espace vectoriel de dimention n et soitu € £ (E).
Le polynéme minimal de u, i, est scindé si et seulement si :

u=d+n

d est diagonalisable
n est nipotent )
don=nod

31 (d,n) € (& (E))? vérifiant :

De plus, d et n sont des polynémes en u.

Démonstration :

Démonstration de 1’existence

Par hypothése, le polyndme minimal de w, est scindé sur K.
T

On peut donc écrire py, (X) = H (X — i)™ ot les \; sont 2 a 2 distincts et les ; sont des entiers superrieurs

i=1

al.

On pose, Vi € [1,7], F; = ker ((u— AId)*). et par appliquation du théoréme de décomposition des
T

noyaux, il vient : I/ = @ F;.
i=1
On peut donc définir un endomorphisme par ses restrictions aux Fj.
On défini d, I’endomorphisme de E tel que Vi € [1,7] , la restriction de d & F; vaut \;/dp,.

L endomorphisme d est diagonalisable car diagonal sur chaque F;. Il est ainsi diagonalisable sur E.

Soitn =4 —d.

Montrons que n et d commutent et que n est nilpotent.

Les F; sont stables par u et d. Ils sont donc également stables par n.

Ainsi, Vi € [1, 7], 'endomorphisme induit par d sur F; étant une homothétie, il commute avec 1’endomor-
phisme induit par 7 sur F;.

Ainsi, n et d commutent.

De plus, sur chaque espace caractéristique de u, Fj, 0 = (u — A;Id) B =

Ainsi les endomorphismes induits par n sur les F; sont nilpotents et donc, n est nilpotent.

Le couple (d, n) convient donc.




4 Chapitre 2. La décomposition de Dunford-Jordan

Montrons que u et n sont des polynomes en u. On note Vi € [1,7], 7, 1a projection sur F} paraléllement 2 la

somme des autres espaces caractéristiques.

Cette projection est un polynome en u [cf. démonstration du théoréme de décompositin des noyaux]. Ainsi,
T

comme d = Z \;7;, d est un polyndme en u et par suite, u aussi.
i=1
unicité
Soit (d’, n'), une autre décomposition répondant au probleme.
In vient alors d + n = u = d’ + n/, ainsi, d — d’ = n — n'. Mais alors, d' commute avec d’ et n/, donc avec u,
donc avec tout polynome en u, donc avec d et d.
Ainsi, d et d’ commutent et sont tout deux diagonalisables.
Ils sont donc diagonalisable dans une méme base et donc, d — d’ est diagonalisable.
De mémen 7 et n’ commutent et donc, n et n’ étant nilpotents, n — n' est nilpotent.
Ainsi, n — n’ = d — d’ est un endomorphisme nilpotent et diagonalisable, donc 1’endomorphisme nul et donc,
d = detn’ = n, d’ ol le résultat cherché. Y

Une autre méthode consiste 2 travailler 2 I’aide d’une adaptation de la méthode de Newton. La dé-
monstration proposée est & la fois élémentaire et effective.

Théoreme 3 (La décomposition de Dunford-Jordan)
Soit K, un corps parfait et soit A, une K—Algebre de dimention finie, n. et soit z € A.

z=d+n

d est 4 polynéme minimal séparable
n est nipotent -
dn =nd

3!(d,n) € A? vérifiant :

De plus, d et n sont des polynomes en .

Démonstration :
Existence de d et n
Montrons I’existence de d et n dans la sous algebre de A engendrée par z, B := K [z] ~ K [X 1/ (o)

r
On décompose (i en produit de facteurs irréductibles : g = H P{"", avec Vi € [1,7], o 2 1.
e
" 2

Soient P = | | P,etQ = P%, olt = max oy.

Z.I__—_‘E et i€[1,r] ¢
Notre objectif est de construire d comme racine de la méthode de Newton appliquée a P. C’est-a-dire, de définir
o=
Vn €N, zpt1=2p — 1—}; (zn) ~
Montrons que cette suite est bien définie :

une suite (z,,) € BY par:

Jyn € B, P (z) = P (z)" yn-
Montrons par récurrence que : Vn € N, ¢ P/ (z,,) — P’ (z) est nilpotent.
z,, est bien défini.
n=0
= g = 1 convient.
ww P! (z9) — P’ (z) = 0 est nilpotent.
w 11 s’agit de montrer que P’ (x) est inversible.

.
Comme P’ = E P H Pj, aucun P; ne divise P’ et donc PGCD (P', z) = 1.
=1 i



Ainsi P’ est inversible dans K [X] / (ug) et donc, P’ (x) est inversible.
Hérédité :

== Par application d’un développement de Taylor,
Qe K[X,Y,P(X+Y)=P(X)+YP (X)+Y?Q(X,Y).

Mais, P (zp4+1) = P(zn +y) avecy = —;; L X
Ainsi, P (Zp41) = P(zn) + yP' (za) + v’Q (zn,y) = P (22)? Q (Tn,y), 02 Q =

Ainsi, en posant yp41 = y,%Q (zn,y), il vient le résultat.
& Comme P’ est un polyndme, P’ (zn+1) — P’ (z) € (Tn41 — ) B.

n n
De plus, par définition de la suite (z,,), (zn+1 — %) B C Z (ziv1 —zi) B C Z Pizy) B.
= i=0
Mais par hypothése de récurrence, ces éléments sont nilp:)tconts et commutent (B est commutative).
11 vient alors P’ (z,,) — P’ (z) est nilpotent.
& D’aprés le point précédent, P’ (zn41) est somme d’un élément inversible et d’un élément nilpotent. Il est
donc inversible.
La suite (zy,) est donc bien définie.
De plus, comme 3N € N, P (z)" = 0, 1a suite est stationnaire.
Soit d sa limite.
Par construction, d vérifie P (d) = 0 et donc, d est séparable.

Posons n =z — d.
N

Par définitionde d, 3N € N,n = Z z; — zi+1 € P () B, etdonc comme P (z) est nilpotent, n est nilpotent.
Unicité =

Soit(d’, n'), une autre décomposition de z.

Comme, d’ +n' = z, d’ et n’ commutant avec d’ et n’ commute avec z, donc avec tout polyndme en z, donc
avec d et n construits précédemment.

Ainsi, e = d — d' = n — n/ est nilpotent.

De plus, P(s') = P(s+¢€) = P(s) + €P'(s) + O (¢?) et donc, € € (€), puis récursivement, Vn > 1,
€ € (¢") etdonc, € =0.

d et n sont des polyndmes en u

On applique le théoréme pour la K —Algebre A. Soit (d, n), la décomposition.

On I’applique également pour la K —Algebre K [z]. Soit (d', n'), 1a décomposition.

1l vient alors, d + n = x = d’ + n’, et donc, par unicité de la décomposition, il vient, d = d’ et n = n’ et donc,
d et n sont des polydmes en z. |




