










Cnapmnr I

Lp TsÉonÈiur DE BunNSrrlE

Dans ce chapitre. ru € A[" et .D est un K espace vectoriel, avec K == ]R. ou C.
Praposi$on I (Nilpotenc e g yy!.
Soitu e -Z (I)).

u est nilpotent <+ V/c € Nin, ?'r (r*) : O

Démonstratiou:

=+

u est nilpotent donc trigonalisable avec 0 corrrme unique valeur propre.

Ainsi' il existe une base dans laquelie ia matrice de z est uiangulaire superrieure avec des élements diagonaux
nuls' Il en est donc de mêrne pour toutes ses itérées et donc, par définition de la Trace, Vk e N*, I,r (ti) : 0.
+:
Soit. z, un endomorphisnrc vÉrifiant'/È € NI*, 7r (ro) : O.

Soient, Àr , ' ' ' , À", les valcurs prôpres corrtplexes non aulles t)e u, Z à 2 distinctcs et soir:nt 6,.t. . .c", leursmnltiplicités. 
,

Par h1'pothèses, VÂ: € [1, an, ]l a;.lf =- O.

'L: )

Si 0 t'est pas la seuie valeur propre, ce systèmc est un s;rstr)rpe rle vanderrnoucle non nul er inyersible. Ainsi,
les a6 sont tons rul et clonc 0 est la seule valeur proprcr (ce qui est exclu).
Ainsi, a est nilpêtent. §

Théarème 1({héorènrc de Bumsile)
!-"-..=..-...--

I Tout sous-érroupe d'exposant frni de Gl,r, (Cl) r;st fini. !

I__t

Bdnn*rsÉraÉian:

Soit G, un soüs-grolipe d'cxposant ûni de CLn (C\.
Soit (Mr, . . . 

, Mp) € GP, une base de i' ::vect(G).

On pose f : G --+ CP

A F -; (!'r itih{)),e-[I,pX
h,{ontro*s que j est injectite et C'iniage iinie.

lgicg{v-4édc j
Soit (â, B') t çz vérifianr / (Â) : J i:,8).1!fonrrons que A: B.
Montrer quc .4. : Il rel'ient ù n:cnlrer c;ue J) :: A B -t - I* est nulle.
Ï.{ous allons montrer quc I) est nilpùtenre et diagonalisablc.



Chapite 1. Le Théorème de Bumside

!s Montrons que D estnih)otentê.

Pour démontrer ce résultat, uülisons la prorposition 1'

Par linéarité de la tace eJ pgq / (À) : T (B),YM evect(G),Tr (AM) : Tr (BM)'

Cette égalitée est en particulier vraieV M e G.

Gestungroupe, dortc,AB-L e G.

*'0*-. *l ,,r, (to*r)u) : rr (na-L(aa-'1t'-'; :rr Çts-r 
(te-t)k-l) :," ((aa-';r').

Ainsi,pæunerécurrenceimmédiate,itvient,v/r€N, rr(@e-r)o) : rr(@a-r)o) : Tr(In):n.
k

Mais, AB-1 et ra coûunuûeûL er douc, Dk -- » C* ç-t1i (m*t)o-' ., done, par linéarité de la trace,

k 
i=L

r, (oo): Ëtl Çt)i rr({ar-';o-') : "Ec'o 
(-1)i : o'

\ / j:l " i:r
Ainsi, d'après lelemme, D estnilpoænæ.

e Montrons que D est diagonalisable.

G est d'exposant ûni. Notons le N.

Ainsi, par déûnition, YM e G. MN - In : O.

M annule donc un polynônre scindé simple et e§t donc diagonalisable.

Ainsi, tout les éléments de G sont diagonalisables.

Mais alors, AB*L e G est diagonalisable, et donc, D est diagonalisable contme polynômc en AB-t -

Ainsi, f est injective.

lse§eese-g$e
D,après ce qui précMa les valeum propres des élémcats de G sont des racines N--ièmes de I'unité.

Ainsi, ?r (G) est ûni et dorrc coulme I'image de / est incluse dans ?r (G), il vient le résultat. I
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L,q. DÉCOMPOSITION DE DUNrORD-JORDAN

Dans ce chapiffe, zz € N* et K : IR' ou C.

T\êorème2(LadécompositiondeDunlord.-lordan)

Soit E, un K espac e vectotiel de dimention n et soit u e "9 (E) '

Le polynôme minimal de u,, 1tu, est scindé si et seulement si :

1t (d.n) e (9 (E))2

De plus, d et n sont des polynômes en u.

Démonstration:
Démonstration de l' existence

Par hypothèse, le polynôme minimal de u, est scindé sur K.

On peut donc écire p, (X) : fI t, - 
^t)oo 

où les Àr sont 2 à 2 distincts et les q sont des enüers supenieurs

à=l
à1.
On pose, Va e [1, ,\, * : ker ((u - Àa/d)*'). et par appliquaüon du théorème de décomposition des

noyaux, il vient : O: @ fi.
i-l

On peut donc définir un endomorphisme par ses restrictions aux -Q.

On défini d, l'endomorphisme de ,E tel que Ve e [1, r] , la restriction de d à.Q vaut ÀaId'pr.

r-endomorphisme d est diagonalisable car diagonal sur chaque .Q. tr est ainsi diagonalisable sur ,8.

Soitn:u-d.
Montrons que n et d commutent et que rù est nilpotent.

Les .4 sont stables par u et d. Ils sont donc également stables par rl.

Ainsi, Vz € [1, r]|, l'endomorphisme induit par d sur Ft étant une homothétie, il commute avec l'endomor-

phisme incluit par zz sur fi.
Ainsi,netdcommutent.
De plus, sur chaque espâce caractéristiqu e de u, F6, A : (u '- ),'iI d,)"i : nai .

Ainsi les enàomorphismes induits par ?? sru les -F| sont nilpotents et donc, n est nilpotent.

Le couple (d, rz) convient donc.

u:d+n
d est diagonalisable
n est nipotent
don: no d



Chapite 2. La décomposition de Dunfotd-Iordan

Montrons que ü et rù sont des polynome§ en u. On note Vi e [1, r], z16, la p§ection sur fl paralèllement à la

soûrme des aufies espaces caractéristiques.

Cetæ projection est un polynome en u [cf. démonstration du théorème de décompositin des noyaux]' Ainsi,

cornme 4 :\kr,i, d est un polynôme en u etpal suite, u aussi'

i:L
unicité

Soit (d', n'), une autre décomposiüon répondant au problème'

Invientalorsd *n=u:dl +n',ainsi, d-dl :n-n'''Maisalors,d/commute avecd't etzl'donc avecu'

donc avec tout polynome en a, donc avec d et dt '

Ainsi, d et d/ commutent et sont tout deux diagonalisables'

Ils sont donc diagonalisable dans une même base et donc, d - d/ est diagonalisable'

De mêmen n et nt coûrmutent et donc, n et nt étant nilpotents , fl - fri est nilpotent'

Ainsi, z - nt : d - dlest un endomorphisme nilpotent et diagonalisable, donc l'endomorphisme nul et donc,

d! : d et nt : n, d'où le résultat cherché.

Une autre méthode consiste à travailler à l'aide d'une adaptaüon de la méthode de Newton. La dé-

monstration proposée est à la fois élémentaire et effective.

Théorème 3 (La décompositian de Dunford- Jordan)

Soit K, u, ,orp, p*!Àt et soit A, une K -Algèbte de dimention finie, n' et soit r e A'

I

3!(d,,n) e A2 véifrant:

r: d*n
d est à polynôme minimal séParuble

n est nipotent
d,n: nd

De plus, d etn sont des polynômes en r.

Démonstration:

Exisûence de d et n

Montons l,existence de d, etn dans la sous algèbre de A en}endrée par ï, B :: K l*) - K lXl I 0ù'

On décompose pc en produit de facteurs irréductibles i ÿo :flry', avec Vi € []-, rl, at 7 1'

i:L
I',

Soient P : fl Pi et Q : Po, où o : 
,ftffin 

or.
i:L

Notre objectif est de construire d comme racine de la méthode de Newton appliquée à P. C'est-à-dire, de déûnir

une suite (*n) eBN p., t fi: K, r,,*, : tn # @,) 
.

Monüons que cette suite estbien déflnie :

( lan € B, P (r,.) : P (*)'" Yn'

Montrons par récurrence que : Vn, € N, \ ,' ("*) - P' (*) est nilpotent'

I r,, est bien défini.

n=0
*ao:Lconvient'
* P'(ro) - P' (r): 0 est nilPotent'

lg Il s'agit de montrer que P/ (r) est inversible.
r

Comme P :»{f|rr,aucun P6 ne divise P/ et donc PGC D (P' , 1",) : l'
i=t i+i
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Ainsi P/ est inversible dans K lXl I 0ù et donc, P' (") est inversible'

Hérédité :

re Par application d'un développement de Taylor,

=Q 
e XiX,Yl,P(X +r) : P(x)+YP' (X)+YzQ(X,Y).

Mais, P (rn+r) : P (æn* g) avec , : -fi @ù.

Ainsi, P (*n+r): P(rn)+aP'(rà +g2Q(an,U): P (r*)'Ô(rn,u),où Q: ^3&nrg), vuW - eæ
Ainsi, en posant An*r: gîQ @n,9), il vient le résultat.

,g Comme P/ est un polynôme, P' (rn+t) - P' (r) e (n*t - î) B. 
n

De plus, par définition de la suite (2,), (an+t - x) B cf (rr*t - *o) B C »P @ù B.
i:0 i=0

Mais par hypothèse de récurrence, ces éléments sont nilpotents et commutent (B est commutative)'

Il vient alors P' (t") - P' (r) est nilpotent'

ns D'après le point précédent, P' (*n+t) est somme d'un élément inversible et d'un élément nilpotent. Il est

donc inversible.

La suite (r,r) est donc bien définie.

De plus, comme 3N e N[, P (r)' : 0,la suite est stationnaire.

Soit d sa limite.

Par construction, d vérifie P (d) :0 et donc, d est séparable.

Posons fi,: :t - d,. 
N

Par définition de d,,1N € N, n : D ,n - ri+r e P (x) B, et donc cornme P (o) est nilpotent, n est nilpotent.
i:o

Unicité

Soit(d/, n'), une auffe décomposition de r.
Comme, d! + r/ : î, d,t et n/ commutant avec d,t et nt commute avec f , donc avec tout polynôme en c, donc

avec d et n construits précédemment.

Ainsi, e : d, - d! : n- z/ estnilpotent.

De plus, P (st) : P(s+ e) : P(s) + eP' (s) + a(e2) et donc, e e (.'), puis récursivement,vn ) L,

" 
< ("") etdonc, e:0.

d et n sont des polynômes en u

On applique le théorème pour la K-Algèbre A. Soit (d,n),la décomposition.

On I'applique également pour la K-Algèbre K [r]. Soit (d,n'),la décomposition.

11 vientalors,d*n:a:d! +nt,etdonc,parunicitédeladécomposition,ilvient,d,:d,tetn:n/etdonc,
d et n sont des polyômes en ,. I


