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Isomorphisme entre ’ensemble des
matrices et son dual

Arnaud POINAS

1 avril 2015

Référence : Serge FRANCINOU - Oraux X-ENS, Algébre 1, p.329-331.
Lecon : 159.

Enoncé : L’application

- ME) = M (K)*
P A = fa (X = Tr(AX))

est un isomorphisme entre M, (KK} et son dual.

Preuve : Il est clair que guel que soit A € M, (K) Papplication f4 :
(X = Tr{AX)) est linéaire (et donc dans le dual). De plus, comme M, (K)
et son dual ont méme dimension alors il suffit de montrer I'injectivité afin de
démontrer le théoréme. Pour cela, on prend A € M, (K) tel que f4 = 0. On

a done
VX € M, (K), Tr(AX)=0

En particulier, si on pose A = (a;j)1<ij<n ¢t (Eij)1<ij<n la base canonique



de M,{K) alors quel que soit 4y, jo € {1---n} on obtient:
0= TT(AEiﬂ,jo) ‘
= > aiTr(EBi;Fi)

1<6,4<n

- S(&F

- Z a‘i,jTT (61'0E‘1J0)
1<ijsn

— ¥y

- Z a!»ln‘d‘ioéjo
1<i,j<n

= Gip,jg

D’ot A = 0 ce qui prouve le théoréme.

[

Voyons maintenant deux applications de ce théoréme. La premiére appli-
cation est une caractérisation de la trace.

Théoréme : Soit [ € My(K)* telle que VX,Y € M, (K), f(XY)=
FYX). Alors, il existe A € K tel que f(X) = ATr(X) pour tout X €
M, (K).

Preuve : D’aprés la premicre question, comme f est dans le dual de
M, (K) alors il existe A € M, (K) tel que f = fa. Cela donne,

VXY € M,(K), Tr(AXY) = Tr(AY X).
En utilisant les propriétés de la trace, on obtient que Tr{AY X) = Tr(X AY)
d’ol par linéarité

VX,V e Mu(K), Tr((AX - XA)Y)=0.
Cette propriété étant vraie quel que soit Y € M, (K) alors d’aprés le théoréme
précédant on en déduit que AX — XA = 0. A commute alors avec toute ma-
trice de M, (K) donc A est dans le centre de My(K) et done A € K tel

que A = Al, ce qui donne que f(X) = Tr({AL,X) = XI'r(X) quel que soit
X € M, (K).



()

La deuxidéme application quant & elle nous donne une propriété des hy-
perplans de M,,(K).

Théoréme : Soit n > 2, alors tout hyperplan de M, (K) rencontre
GL,(K).

Preuve : Soit H un hyperplan de M,(K), c'est donc le noyau d’une
forme linéaire f non nulle. Daprés le premier théoréme, il existe donc 4 €
M, (K) non nulle telle que f = f4. On cherche alors un X € GL,(K) tel
que Tr{AX) = 0. Pour ¢a, on va utiliser le pivot de Gauss. Si on appelle r

le rang de A (r # 0) alors
I, 0
AP, Q e GL,(K), A=PJ.Q avec J, = (0 O) .

Dans ce cas-1a, quel que soit la matrice X € M,,(K) on a
Tr(AX) =Tr(PJ,QX) = Tr{J,QXP).

Donc, si on trouve un Y € GL,(K) tel que Tr(J,Y) = 0 alors en posant
X =@ WP 1e GL,(K) on a bien Tr(AX) = 0 et donc X € H. Or, la
matrice de permutation

0 0 0

1 0 0
Y=g .

: 0

0 -« --- 1 0

convient. Bn effet, son déterminant est +1 donc elle est inversible et J.Y a
sa diagonale nulle donc sa trace aussi ce qui conclue la démonstration.

O



Annexe : Le centre de M, (KK) est I'ensemble des homothéties.

Preuve : On pose A € M, (K) tel que
VX € Ma(K), AX = XA

Alors, pour tout 4,7 € {1:--n} on obtient:

= Y agBgFgy = Y ekl
1<k, I<n 1<k i<n
; k
= > adiBy= ) adiEy
1<ki<n i<ki<n
= 3w = ) euby
1<k<n l<i=n

Par unicité de la décomposition sous cette forme on obtient donc que ax,; =

1 ks y — L e - —_
sik#17eta;; =a;; dolt A= Al, en prenant A = ay,;.

0

O



Réduction de Frobenius

Arnaud POINAS

1 avril 2015

Référence : Xavier GOURDON - Algébre, p.290-291.
Lecon : 153, 154, 158

Enoncé :  Soit f € L(E). Il existe une suite Fy, Fy, -+, F, de s.e.v. de
F, tous stables par f, telle que:

. E=FRaoFRd ---dF

2. Vi € {1..-n}, la restriction f; = f|p, est un endomorphisme cyclique
de Fi.

3. Si on pose F; le polynome minimal de f;, on a Py [P pour tout 7 €
{1, ,r—1}

De plus, la suite de polyndmes P, -, F. ne dépend que de f et non du
choix de la décomposition.

Preuve : Ezistence: On pose 11y le polynéme minimal de f, & son degré
et P, le polyndme unitaire engendrant 'idéal {P € K[X]{P{f)(z) = 0}. On
admettra le fait qu’il existe un @ € E tel que P, = II;. On prend un tel x
et on pose le s.ev. F = {P(f)(z), P € K[X]}. F est stable par f et comme
deg(P;) = k alors F est de dimension k et admet pour base la famille de

vecteurs
€y =&, Gz = f(iﬂ),"‘ I fkwl(w)'

1



On compléte cette base en une base (1, - ,e,) de E et on pose (e}, - ,e})
la base duale associée. On note

G = Vect(l)° avec T = {e}o f',i € N}

En d’autres termes, G est ensemble des z € E tels que la k-iéme coordonnée
de fi(x) (dans la base (e, ,€,)) soit nulle pour tout ¢, L’ensemble G est
un s.e.v. de F et on montre facilement qu'il est stable par f.

Montrons que F @ G = E. Pour faire ¢a, montrons successivement que
FNG = {0} et dim(F) + dim(G) =n.

Soit y € FNG. Siy s 0 alors on peut écrire y = are1 + -+ 4 @pep avec
a, # 0 et p < k. En composant par e}, o f¥77 on obtient

0 = eli{a1ep—pi1 + - + pes) = @

ce qui est absurde donc F NG = {0}.
Comme G = Vect(I')°, pour montrer que dim{G) = n — dim{F) = n — kil
suffit de prouver que dim(Vect(T')) = k. Pour ¢a, on considere I'application
linéaire
Ly={P(f),f €KX]} — Vecl(l)

g =oogog

¢

Par définition de Vect(I), ¢ est surjective. De plus, ¢ cst injective. En effet,
siefog=0avec g+ 0ct g € Ly alors on peut écrire g = a1/dp+-- +a,fr!
avec a < k et a, # 0 et on obtient

0 = ejog(f£77(2)) = ehlar fF P (@)t Hapf* 7 (5)) = eilmerpiat - Haper) = ap

ce qui est absurde. ¢ est done bien un isomorphisme et donc dim(Vect(I)) =
dzm(ﬁ _f) = k.

On a done trouvé un sous-espace G stable par f tel que F@G = E. On pose
P, le polyndme minimal de fir et P, le polyndme minimal de f|g. Comme
F={P(f)(z), P € K[X]} alors P, = P, =II; et comme ( est stable par f
alors P, divise II; = P;. En réappliquant le résonnement précédant & fla, au
bout d'un nombre fini d’étape on obtiendra alors la décomposition voulue,

Unicité: On suppose l'existence de deux suites de sous-espaces Fq, -+« , Fy
et Gy, -+ , Gy tous stables par f et vérifiant les trois conditions du théoreme.

Posons F; =11y, et Q; = Il .
On remarque que P, = Iy = @1. Supposons la liste (P, -- -, B) différente

2



de (@1, ,Qs) et notons j le premier indice tel que P; # Q;. Un tel indice
existe toujours car 3; deg(P) = n = ¥;deg(Q;). Or, si on applique le fait
que P;(f){Fy) = 0 pour k > j (qui vient du fait que P;}P, pour k > j} &
Pégalité E = Fy @ -+ - @ F, on obtient

Pi(f)(E) = F(HF) & & F5(f)(F-1).

Par ailleurs, comme les G sont stables par f alors en appliquant P;(f) a
'égalité E =G ® --- @ G, on obtient

Pi(f)E) = Pi(f)(G1) @ - & P3(£)(C-1) @ B (F)NGy) @ -+ & F(f)(GCo)-

Or, quel que soit 1 <4 < j ~ 1 on a dim(P(f)(F)) = dim(P;(f)}(G;)) (car
on peut trouver unc base B; de F; et une base B] de G; telles que la matrice
de fip, dans B; ct cclle de f|g, dans B; soient égale & la matrice compagnon
de ;). Donc, en prenant les dimensions dans les deux égalités précédentes,
on en déduit que

0 = dim(P;(f)(Gy)) = - - = dim(F;(F)(G5))

ce qui prouve que Q4| P; car ); est le polynéme minimal de f |, Par symétrie
des roles, on a aussi P;|@; donc P; = @y ce qui contredit notre assertion de
départ. Finalement, on obtient bien r = s et P = ¢J; pour tout .

O






