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Préparation & Uagrégation Université Rennes 1

1 Décomposition polaire euclidienne ([X-ENS, algébre 3])

On suppose connu le théoréme spectral.
Lemme 1.1
Soit A € SF(R). II existe une unigue matrice B € 5 (R) telle que A = B2

Démonstration

* Existence : A étant symétrique positive, elle posséde toutes ses valeurs propres réelles positives
et se diagonalise dans une b.o.n. ie. il existe P ¢ O, (R)etD=diag(\i,...,A ) € (RT)" tel que
A=PDP. Onpose A = diag(+/A1,..., vAr). On a alors en posant P = A 'P, que B2 = A

avec B symétrique positive.

* Unicité : Si ¢ désigne le polynéme d’interpolation de Lagrange défini par o(\;) = +/A; pour tout
i, on a alors @(A) = Pp(D) *P = PA P = B, antrement dit B est polynomiale en A.
Soit € une autre matrice de 8, (R) telle que C? = A, alors C commute avec 4 (car C° = CA =
AC) et donc avec tout polyndéme en A donc avec B. Comme C, B sont symétriques, elles sont
simultanément diagonalisables dans une b.o.n., ie. il existe @ € Op(R) tel que C = QI" *Q et
B = QA 'Q avec I' et A diagonales positives. De C2 = A = B2, on en déduit que A2 = T2 et
donc A =T par positivité. Ainsi B = C.

Théoréme 1.1 (Décomposition polaire dans GL,(R))

Toute matrice A € GL,(R) peut s’écrire de maniére unique oui la forme A = Q8 o0t Q@ € O,(R) et
S e S (R)

Démonstration

* Analyse : SI A = Q5, alors 'AA = Q08 = 52 et S est la racine carrée de la matrice définie
positive *AA. La matrice {2 est alors donnée par 2 = AS ! (on a A inversible entraine S

inversible). En cas d’existence d'une telle décomposition, on a bien unicité des matrices 2 et S.

* Synthése : La matrice ‘AA est dans S F(R) et donc admet une unique racine carrée symétrique
définie positive 5. En posant £ := AS™1, ont A = Q5. I reste & vérifier que Q € O, (R). Omn a:

Q= H(SH(FA)ST = (f9) 18257 = 5715 =1,

Généralisation  On va en déduire ume généralisation de la décomposition polaire sur M, (R).

Lemme 1.2

Le groupe orthogonal O, (R) est un sous-groupe compact de GL,(R)

Démonstration On est en dimension finie: il suffit de prouver que ¢’est un fermé borné.

T.Pautrel - E.Chabot 1/6



Préparation & [agrégation Université Rennes 1

7l CL.® — MR
M — MM
fermé par une application contimue donc fermé

* Fermé : On pose . On a O, (R) = f~1({1,}) image réciproque d'un

* Borné : VA € O,(R}, |All =1,

On en déduit de ceci ainsi que de la décomposition polaire sur GL,(R) la généralisation suivante.
Théoréme 1.2 |
Pour toute matrice A € Mp(R), il existe 2 € O,(R) et S € S} (R) ielles que

A4=0QS

Démonstration Par densité de GL,(R) dans M,(R) (& savoir prouver!), toute matrice A € My (R)
décrit comme limite de matrices Ay € GL, (R}, i.e. A = lim Az. On utilise le théoréme de décomposi-
tion polaire sur les Ag: on a Az = Q.S avec O € Oy(R) et S € §17(R). Comme O, (R) est compact,
on extrait de la suite (24}, une sous-suite convergente (Q,))x. Comme S,y = Qo) Ay ot par
continuité du produit matriciel, on en déduit que S,y converge vers une matrice § € S7(R) (on perd
les inégalités larges par passage 4 la limite, i.e. Padhérence de S (R) est S (R)). Donc 4 = QS par
unicité de la limite. |

Remarque Sirg(A4) < n, on a généralement pas unicité.

Application: Sous-groupes compacts maximaux de GL,{R) On montre que On(R) est un
sous-groupe compact maximal de GL,(R).

Théoréme 1.3

] Soit (¢ un sous-groupe compact de GL,(IR) contenant O (R). Alors G = O,(R)

Démonstration On sait que OR(R) est un sous-groupe compact de GLy,{R). Supposons que G soit
un sous-groupe compact de G L, (R} contenant On(R).

Toute matrice A € G sécrit A = Q85 avec & € Oy(R) et § € S (R). Par stabilité de @ par
multiplication, on a § = @ 'A € G. Par ailleurs, il existe P € O,(R) telle que D = *PSP soit
diagonale & termes diagonaux strictement positifs et D € G. Soient As, ..., A, les valeurs propres de
D, avec ¥i,A; > 0. La matrice D? = diag(A?) est aussi dans G.

Or G est compact par hypothése donc en particulier borné, toutes les suites (Af), sont bornées dans
R™, ce qui implique que Vi, \; =1. Donc D=I,et S=I, et donc A=Q e O,(R).

Donc G = O, (R). |
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Préparation 4 Uagrégation Université Rennes 1

2 Réduction des endomorphismes normaux ([Gour])

Définition 2.1 (Endomorphisme normal)

Soit (E, < .,.>) un espace euclidien. Soit w € L(F). On dit que v est un endomorphisme normal

si wu® = u*u.

Notons que si v € L(E) est un endomorphisme normal. Alors pour tout = € E, ||u(z)|| = |Ju*(z)]-
Le lemme suivant est la clé de voute de la preuve du théoréme de réduction.

Egmme 2.1

Soit w € L(E).

1. Si F est un s.e.v. de E stable par u, alors F- est stable par u*

2. Soit E un sous-espace propre de u. On suppose que u est un endomorphisme normal. Alors

Ej- est stable par u.

Démonstration

1. Soit x € F. Par hypothése, u(z) € F. Ainsi, pour tout y € F1, on a < u(x), y >=< z,u*(y) >=
0. Ceci étant vrai pour tout € F, on a u*(y) € FL. Donc F* est stable par u*.

2. Comme u et «* commutent, F est stable par u donc par le lemme précédent, Ei“ est stable par

=y

On a besoin également du lemme suivant.

Lemme 2.2 '

] Soit E un espace euclidien de dimension 2. Soit u € L£(E) un endomorphisme normal n’admettant
pas de valeurs propres réelles.

Alors dans toute base orthonormée de E, on a

a —b
matg(u) =
b a
avec b # (.
a ¢
Démonstration On écrit M = matp{u) = s g ) olt B est une base orthonormale. Nécessaire-

ment, b # 0 car u n'est pas de valeur propre réelle. Comme u est normal, on a MM* = M*M. Les

équations découlant de cette égalité fournissent:
a® +cf=a’>+ b et ab+cd = ac+ bd

La premiére égalité entraine que b =cou b = —¢.

Si b = ¢, alors M est symétrique, ce qui est impossible puisque % est sans valeur propre réelle. Donc

b = —c. La deuxiéme entraine que 2(¢ — d)b = 0 et comme b # 0, on a a # d.
Finalement, ¢ = —b et a = d. On en déduit que la matrice de » dans B posséde bien Ia forme annoncée.
n
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On est & présent en mesure de prouver le théoréme de réduction des endomorphismes normaux
dans le cas euclidien.

Théoréme 2.1 (Réduction des endomorphismes normauz)

Soit E un espace euclidien et u € L{E) un endomorphisme normal.

1] existe une base orthonormée B de F dans laquelle la matrice de u est

[ M \

matg(u) =
T1

\ 7 /

O}j *bj

b;

ot pour tout ¢ € {1,...,r}, A\ € R et pour tout j € {1,...,s},75 = ( € Ma(R)

Démonstration On raisonne par récurrence forte sur n = dim E.
Sin =1, c'est trivial.
Supposons le résultat vral pour tout espace euclidien de dimension inférieure & n — 1 et considérons

£ un espace euclidien de dimension n.

* 81 u posséde une valeur propre réelle : on note A € R cette valeur propre. On considére alors
E) := ker(u — Mdg) le sous-espace propre associé et £ = EXL Ce dernier s.e.v. est stable par «
et w* {d’aprds le premier lemme). On peut donc considérer les endomorphismes induits uF et
“TF Comme u et ©* commutent, il en est de méme pour up et ui"F
Comme dim F' < i — 1, il existe par hypothése de récurrence une base orthonormée By de F
telle que matg, () soit de la forme indiquée. Si By est une base orthonormée de E), étant

donné que E = E) & F, dans la base B := By 1 By, la matrice matg(u) a la forme souhaitée.

= 81 u est sans valeurs propres réelles : Considérons un facteur irréductible @ de degré 2 du
polyndéme caractéristique, i.e. x, = QP avec @ = X% —2aX + 8 01‘1@2 — 3 < 0. On pose alors
N = ker(Q(u)).

Assertion 1 : N # {0}
En effet, on peut écrire @ = (X — A)(X — A) ot A € C. Dés lors A est une racine de x,, et

done c’est une valeur propre complexe de w, Le. det(u — Aldg) = 0. Dés lors
Q(u) = det(u — Aldg) det(u — Mdg) =0

autrement dit ker(Q(u)) # {0}

Assertion 2 : N est stable par u et w*. Cela découle du fait que u et ©* commutent. On peut
done considérer v = . Ainsi, v* = ufy et Vendomorphisme v™v = (v*u) n est symétrique
réel donc admet une valeur propre ¢ € R. Considérons x € N\ {0} un vecteur propre (pour
v*v) associé & y.

Posons alors F = Vect(z, u(z)).
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Assertion 3 : dim [ = 2. Comme u n’admet pas de valeur propre réelle, la famille (z, u(z))
est libre donc dim F' =2

Assertion 4 : F est stable par u et u®.
En effet, comme z € ker Q(u), on a v?(z) = 2au(z) — fr € F.
11 vient de ceci que I' = Vect{u(x),u*(z)) car 8#£0. On a

u (u(z}) = v {v(z)) = pr € F
Comme 4 et ©* commmutent, on a
u*(u?(2)) = u(uu(z)) = u(pz) = pu(z) € F

Ceci prouve que F est stable par u* car {u(z),u?(z)) est une base de F.
Comme (uv)z)* = (u")iF, o0 & 4F est un endomorphisme normal. Par le deuxiéme lemme,

il existe une base orthonormée B de F dans laquelle

mat g () = ( : j’ )

Comme F est stable par u*, on a F- stable par (u*)* = u et par +*. Donc (wpe)” = (") po,

ce qui prouve que ujp. est normal.

Ainsi par hypothése de récurrence (car dim F* = n — 2), il existe une base orthonormée B; de
F telle que mat g, (up1 ) soit de la forme indiquée.

Dans la base B = B U By (orthonormée} de F, la matrice de u est bien de la forme souhaitée.

Remarques Pour E un espace hermitien et u € £(E), on a les équivalences suivantes:
1. u endomorphisme normal
2. u se diagonalise dans une base orthonormée de F

3. u et u” se diagonalisent dans une base orthonormée commune

Aftention Ce théoréme n’est plus vrai dans le cas ol E est seulement euclidien: la matrice de
0 -1
rotation - ) est normale mais pas diagonalisable. On a des corollaires trés intéressants de ce

résultats.

* Réduction des endomorphismes symétriques On rappelle qu'un endomorphisme v ¢ £(E)
(ot E est euclidien) est dit symétrique (ou encore auto-adjoint si w* = u).
Théoréme 2.2 (Théoréme spectral)

Soit E un espace euclidien et u € L(E} un endomorphisme auto-adjoint. Alors il existe une base

orthonormée de vecteurs propres de u, et les valeurs propres de f sont réelles.

+ Réduction des matrices antisymétriques On a le théoréme suivant.
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Théorgéme 2.3 (C)
Soit M ¢ My(C) vérifiant M+ M™* = 0. Alors il existe une matrice unitaire U telle que U"' MU =

U*MU = D soit diagonale a coefficients diagonaux imaginaires purs.

Théoréme 2.4 (R)
Soit M € My (R) une matrice antisymétrigue. Alors il existe une matrice orthogonale P telle que

P'MP = *PMP = diag(0,...,0,11,...,7s)

v U

0 —b
oft les 7; sont des matrices de Ma(R) de Ia forime ( ) )

*+ Réduction des isométries On en déduit la forme normale des isométries réelles.

Théoréme Soit F un espace cuclidien et w € L(E) une isométrie (i.e. u € Op(R)). Alor sil

existe une base orthonormée B de E dans laquelle la matrice de ¢ a la forme par blocs

(61 \

€s

R(61)

\ R(6r) /

cosfl; —sin
oupour tout j € {1,...,s},onac; = tletpourtouti € {1,...,7r}, ona R(f,) = ( ‘ ¢ )

sind; cosf;
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