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Décomposition de Bruhat

Isaline AUBERT et Ninon FETIQUE

Référence : Francinou, Gianella, Nicolas, Algébre 1, p347.

Définition 1.

Un drapeau d’un espace vectoriel de dimension finie E est une suite finie strictement
croissante pour l'inclusion de sous-espaces vectoriels de F| le premier étant espace nul
et le dernier F tout entier.

On notera :

— T, 'ensemble des matrices triangulaires superieures inversibles;
— P, la matrice de permutation associée a la permutation o ;

— D V'ensemble des drapeaux d’un espace vectoriel.

Théoréme 1.}

On a:
GL.(K) = | | TeoTs.

ogeS,

Démonsiration. Soit A € GL,(K). Posons quelgues notations :

— E;; est la matrice dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui d'indices 1, 7;

— pouriF jet A K, T; ;{A) = Id+ AE;;;

— pour tout i et tout & #£ 0, Di(a) = Id+ (o — 1}E; ;.

Multiplier A & droite par T ;(A) revient & faire Popération sur les colonnes C; + C; + ACY,
et A gauche revient A faire Popération sur les lignes L; « L; + AL;.

Multiplier A & droite par D;(a) revient & faire I'opération sur les colonnes C; < a(j, et &
droite revient a faire 'opération sur les lignes I; + al;.

On applique Palgorithme suivant :

Soit 41 le plus grand indice k tel que ag,1 # 0. On fait les opérations L; + L; — a.i,-il',l_lLil pour
i1 et C; HCj*E—ZI%CL

Cela ne revient qu’d multiplier & gauche et 4 droite par des matrices de T,. On termine par




1

Cr +- 75 C; pour &tre dans la situation :
S

@i

0

On prend ensuite i le plus grand indice k tel que a2 # 0. Notons que i3 # 41. Par les mémes
opérations, on annule les coefficients de la colonne 2 et de la ligne 45 : cela ne modifie par les 0
de la colonne 1 ef de la ligne ;.

On itére ce procédé, et on obtient une matrice de permutation Py, oit o est la permutation
définie par (1 iy 45, -+ ).

On a donc une décomposition A =T\ P, Ty, 11,75 € T,

Supposcns qu'on att deux décompositions Th Py = £ T5.

Alors Ty = P,1T19,. Supposons o # 7 : il existe ¢ tel que o(@) < (7).

Le coefficient %,7 de T2 est non nul car T, inversible, et 'égalité précédente nous donne
Pégalité :

Ty(i,i) = Ty (r(0), o(d)) = O,

d'oll une contradiction. O

i Théoréme 2.

L’action de GL,(K) sur D x D posséde n! orbites.

Démonstration. GL,(K) agit & gauche sur D, de fagon transitive. Le stahilisateur du drapeau
canonique est Ty, et donc D est en bijection avec le quotient (L, (K)/Ts.
Soit (A, B) € GLn{K)/Ts x GL,(K)/T,. Alors

(A, B) ~ A(I,, A" B)
~ ALy, TLP,Ts)
~ ATV (I, Py).

Donc chague orbite a un élément de la forme {I,,, F; }. Supposons qu’il existe o, 7 € &,, dans
une méme orbite.

Alors il existe 4 € GL,(K) telle que (I, P,) = (A, AP;).

Alors A € Ty, et donc 3T € T,, AP, = P,S. Par dAécomposition de Bruhat, 0 = 7, ce qui
est faux par hypothése.

Donc on a une bijection entre les orbites et les permutations, d'oi les n! orbites. O
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