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14 CHAPITRE 1. DEVELOPPEMENTS D'ALGEBRE

De fait, S(h(z)) est du signe de —bey + ady = (ad — bc)S{y) > O car ad — be > 0. Ainsi,
par stabilité, PSLo(IR) agit sur . Enfin, PSLo(R) contient les translations et homothéties
de rapport positif, d’oi la transitivité (faire un dessin, sans oublier que ’on ne part jamais
yraiment de 'axe réel donc que les homothéties positives font remonter "en diagonale"}.
(¢1) Comme les homographies conservent les cercles ou droites, PGLy(R) agit naturellement sur
Pensemble des cercles ou droites de PY(C). De plus, les homographies positives conservent
M (cf. supra}, done on a bien une action de PSLa(R) sur Dy. Soit z € H et soit D & Dy
passant par z. D’aprés le point (i), il existe g € PSLa(R) tel que g(z) = i : g(I)) est alors
une droite hyperbolique passant par 4.
Soit D; une droite hyperbolique passant par 1 telle que D; # iR} : c’est alors un demi-cercle
coupant Paxe réel en deux points; considérons I'un de ces points, soit ¢. 11 existe alors un
unique réel & € {—m, ) tel que tan(f) = f. On note alors hy € PSLy(R) 'homographie
cos(@) —sin(#)

associée & la rotation (sin @) cos(6) ) € SLy(R) et on remarque que :
. icos(f) —sin(f)
ho() = isin{@) -+ cos(0)

= ¢"" (i cos(d) — sin(0))

= e~ Yi(cos() + sin(@))

=i

Ainsi hg € Stabpgr,ry(i). De plus :

__ tcos{f) — sin(f)

"~ {sin(@) 4 cos(@)

_ tan(0) cos(0) — sin{0}
T tsin(8) + cos(0)

ho(t)

=0

In fine, si on note D} le cercle ou droite correspondant & D; dans P1(C), hg{D}) passe par 1
et 0. Comme hg(D);) est une droite hyperboligue, on a nécessairement hg{D}) = iR et donc
ha(D}) = 4R}

Ainsi, quitte & remplacer ¢ par une composée de la forme hyg o g, avec 0 bien choisi, on a
g(f}) = iRY : Paction considérée est bien transitive,

Détails supplémentaires :
— Soient quatre points a,b,c,d € P(C); on suppose a,b,¢,d] € R. Notons h 'homographie
définissant ce birapport, 1.e telle que h{a) = 0,A(b) = 1, h(c) = co. Alors h(a), k{b), h(c) et
h{d) = [a, b, c,d] sont, alignés et comme ’homographie ™! conserve les cercles ou droites on
a bien que a,b, ¢ et d sont alignés ou cocycliques.

1.2 Algorithme des facteurs invariants

Référence :
— [BAPD3], p. 285288

On se propose de démontrer de fagon algorithmique existence’ de la décomposition suivante :

Proposition 1.2
Soit (&,8) un anneow euclidien.
Soit U € My a{A).

1. Le lecteur averti aura remarqué qu’on peut également énoncer un résultat d’unicité de cette derni¢re. On peut
d’aillenrs ¢n trouver une démonstration dans [B\i'05], p. 289,



1.2. ALGORITHME DES FACTEURS INVARIANTS 15
Alors il existe dy, ..., ds € A* tels que Vi € [s—1}, di|diyy et (P, Q) € GLm(A) x GL,(A) tels que :
d (0)

U=PDQ, ot D = 4
(0)

On considére donc Palgorithme? snivant :

Algorithme 1.1 (Facteurs invariants)
Entrée : U € My, n(A)
Sortie : D € My, n(A) correspondant & la réduction de U donnée dans la proposition 1.2,

On suit alors les étapes suivantes :
1. 8i U =0, renvoyer U. Sinon, passer & U'élape 2.

2. Choix d'un pivot. Sélectionner (ig, jo) € {m] x [n] tel que 8wy, 5o) = inf{6(ui;) |usy; # 0}
Effectuer ensuite les opérations élémentaires suivantes :

Gy & Cyy (1.2.1)
L] &3 Lig (122)
8. Traitement de la premiére colonne. Initialiser un compleur i 2.
(a) Par division euclidienne, on peut écrire (dans A} :
w1 = u11g + 1, avee vy =0 ou §(ri) < 8(uir)
Effectuer alors Uopération suivanie :

Li < Li—qly {1.2.3)

On a ainsi remplacé w; 1 par ;.
(b) 8i r; # 0, effectuer U'opération suivante :

Li & Iy (1.2.4)

Retourner ensuite en 3.{a).
(¢) 8ir; =0 eti<m, incrémenter { (i <1+ 1) et relourner en 3.(a).
{d) Sinon passer & Uétape 4. On a désormais :

4. Traitement de la premiére ligne. Initialiser un compieur j 2.
{a} Par division euclidienne on a :

U1,y = u,14 + 85, avee 85 =0 ou §(s;) < duy,1)
Effectuer ensuite Popération suivanie !
CJ' — CJ — qC1 (125)

On o ainsi remplacé uy ; par s;.
(b) 8i 55 # 0, effectuer Uopération suivente :

C;eC (1.2.6)

Retourner ensuite en 4.(a}.

2. On ne se privera donc pas de faire usage des conventions d*¢criture propres 4 I'algorithmique, par exemple en
continuant de noter I/ notre matrice quelques soient les sévices que nous lui ferons subir,
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{¢} S1s; =0 et § < n, incrémenter j et retourner en 4.(a).

(d) Sinon passer & Uétape . On a désormais :

{x}

5. Vérification de la divisibilité.
{a) Si il emiste i1,51 = 2 tels que w1,y tuy, 4, effectuer Vopération suivante :

Ci1«Ci+ Gy, . (1.2.7)

Retourner ensuite en 3.

{b) Sinon retourner en 1 avec U  (uy;)e<i<m,o<ij<n (i.€ on finit le traitement de fagon
récursive).

TERMINAISON : L'idée est ici de montrer que chague retour en arriére fait strictement décroitre
Pentier d(uq,1). On conclura alors qu’il n'est possible d’effectuer qu’un nombre fini d’¢tapes et done
que Valgorithme termine.

Les étapes 1 et 2 ne posent pas de problémes?®. Lors de Iétape 3, on ne rebrousse chemin que
si 75 £ 0 (&tape 3.(b)) et alors on remplace uy,1 par r; ce que implique une décroissance stricte de
&(x1,1). Ceci ne pouvant de facto arriver qu'un nombre fini de fois, on passera* nécessairement 2
I'étape 4.

Durant P'étape 4, on ne retournera en airiére qu’a l'expresse condition que s; # 0 (4.(8)).
Comme précédemment, on en déduit qu'on passera nécessairement 4 1’étape 5.

Passer de I'6tape 5 4 une étape antérieure (en Poccurence 3) requidre qu'il 41,7, > 2 tels que
u1,1 1 U4y,5,. On remplace alors Cy par Cy + Cj, ce qui, au vu de Pétat de notre matrice U, laisse
uy,1 inchangé et remplace u;, 1 par us j; et donc r;, # 0. Ainsi ce passage par 'dtape 3 verra
strictement décroitre &(u; 1); on ne pourra donc se permetire qu'un nombre fini de telles excen-
tricités, entrainant que 'algorithme termine.

CorrEcTION : Au bout d'une itération de 1’algorithme (i.e avant de poursuivre récursivement) on
obtient une matrice I/’ de la forme suivante® :

: U1

0

L’¢tape 5 nous assure par ailleurs que u] ; divise tous les coefficients de [/;. Chaque étape de notre
algorithme n’étant au final, une fois les tests conditionnels et autres fioritures éliminées, qu’une
succession d’opérations élémentaires sur les lignes et colonnes, it existe (P, Q) € GL,,(A) x GL,(A)

telies que U = PU'Q.
De méme, il va exister (P, Q1) € GLm—1(A) x GL,_1(A) telles que Uy = PUIQy, o :

i
Upg 0 ... 0

Us

3. Ou alors c’est que vous vous y prenez irés mal ...

4, Un jour ...
5. Ce paragraphe contenant un raisonnement mathématique, il n’est plus réellement tolérable de continuer 4 la

noter U, Cecl étant, chacun reste libre d’en faire & sa guise.



1.3. DECOMPOSITION DE DUNFORD ' i7

Ainsi, si on pose :

10 0 1 0 0
0
Pl =. et b=
N P : Ql
0 0
Ona:
ul,l 0 0
0 Hg’z
U=prp| : QQ
: U,
0

Comme nous n'avons effectué que des opérations élémentaires que que uy,1 divisait tous les coeffi-
cients de U; il divise tous ceux de Us ainsi que u3 ,. De plus I'étape 5 (itération 2) nous assure que
uy 5 divise tous les coefficients de U,. Par récurrence (utiliser Vinvariant de boucle que l'on vient
d*énoncer concernant la divisibilité), Palgorithme est correct.

1.3 Décomposition de Dunford

Références :
~ [FGN09] p.134-135 et {BMI°05] p. 210-211 et 215-216.

Proposition 1.3 (Dunford)

Soit K un corps.

Soit E un K-e.v de dimension finie.

Soit f € L(E).

On suppose que xj est scindé sur K.

Alors il eziste un unique couple (d,n} € L{E)? tel que :

(i) d soit diagonalisable ;
{ii) n soit nilpotent;
(iii) f=d+mn;
fiv) nod=don.
De plus, d et n sont alors des polynémes en [.
DEMONSTRATION :
~ Egistence. Comume y; est scindé on peut Pécrive sous la forme :

H

xr = (1] =208

i=]

Si on pose pour i € [s] N; = ker(f — Midg)® on a alors par lemme des noyaux appliqué &
Xs
5
E = ker(xs(f)) = P N
i=1

On définit alors d et n de la fagon suivante :

. i d(z) == N
Vi€ [s], Ve € Ny, { n(j:) = fla) — A

Il est alors clair que d +n = f, que d est diagonalisable (prendre une base adaptée a la
décomposition E = @i_; N;) et que :

Vi € [s], Vo € Ny, n%(z) = (f — Niidg)f(2) = 0
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1.2 Algorithme du gradient conjugué

1.2.1 Résultats

On cherche 4 résoudre le probléme inverse Az = b pour z € R", ou de fagon équivalente a
résoudre :
i z) = ={Azx,z) ~ {b,x .
min f(z) = 5(Az, ) - (b,2) (1.6)

oll A est symétrique définie positive. Comme f strictement convexe de gradient Vf, = Az — b,
P'unique minimum de f sera la solution de Az = b.

L’algorithme du gradient conjugné s’écrit
— Initialisations : £ =0, up € R*, dy = V [y, @0 = %, et up = ug — apdy ;
— Tant que V f,, #0,

2
¥ fu,
s dp=Vf, + ‘”—*ﬂ—vqu
et og
v 8k
* O = )
& Uppy = Uy — apdy
— Retourner uy

Définition 1.2.1. On dit que deux vecteurs z et y sont conjugués par rapport 4 A si et
seulement si (z, Ay) = 0.

Théoréme 1.2.1. Si A une matrice symétrique définie positive, ['algorithme du gradient COnJu-
gué converge en au plus n itérations vers l'unique solution du probléme (1.6).

PREUVE : On construit un algorithme dans lequel on note d,, les directions de descente suc-
cessives :
Uy = Ug + ey,

Etape 1 : Calcul de oy

Supposons que 'on a construit ug, ... , w. On cherche ay minimisant f {(ur, + ady). En annulant
la dérivée par rapport & «, on obtient 0 = (d;, V Sogtaary) = (dr, A{ug + ady) — b). On a done
WV fu, s d
ayj = _KM et (dk’ vfltk+]> — 0

(Adks d-‘.)
ol le dénominateur est non nul, car la matrice A est supposée définie positive.

Etape 2 : Calcul des directions de descente d;.
On choisit les dy, de la forime

dy = V fu, + Brdi (1.7)

3i on impose aux directions successives d’&tre conjuguées, on obtient

e sl )
* (dk~1, Adk__1>




1.2 ALCORITHME DU GRADIENT CONJUGUE 9

Etape 3 : Propriétés d’orthogonalité
Montrons par récurrence que, pour tout & > 1, pour tout 0 <i<j<k ona:

(diy V) =0 (1.8)
o # 0 (1.9)

(Vfusr Vu;) =0 (1.10)
{d;, Adj) = 1.11)

¢ Initialisation avec k = 1.
On a dy = V f, est non nul, sinon ug est solution. Comme on l'a vu a 'étape 1, on a
(dﬂa me) = <vfuoavfu1> =0.

V fug 0 . . \
ap = ((—A{i‘oo“aoi))' Son numérateur vaut |V fy, ||, il est non nul, sinon g est solution.

Enfin, on a choisi f de telle sorte que (dy, Adg) = 0.

e Montrons que les propriétés se propagent. On suppose que les relations sont vérifiées
jusqu’a Pordre k inclus. On les étend pour Iindice k& -+ 1 en supposant que V f,,,,, # 0.

On remarque que V fu,,, = Aty — b = Aug + o Ady, — b, et done

Vfﬂk+1 =V fuy, + oy Ady, (1.12)

. Montrons (1.8). Le choix de aj impose {di, V fupy,) = 0, comme on I’a vu a Pétape
1. Lorsque ¢ < k, on a {di, Vfuy,) = (& Vfu, + apAdy) = 0, par hypothése de
récurrence. Do i) w1 T

) ' L TR L _ upyyaYJuy k414%

- Montrons (1.9)., @y = = Tidadees) = s D)

posé que V fu,,, 7 0 et A définie, on obtient

)
. Comme on a sup-

Qpy1 = — ”Vf“kH”z
T (Adpyrs drn)

£0

. Montrons (1.0). Lorsque i € &, on & (Vfuy, Vfuys) = (di — Bidi—1,V fuir) = 0,
d’apres (1.8).

- Montrons (1.11). Lorsque i = &, on & {dk41, Ady,) =0, par définition des Jy.
Lorsque i < &, on obtient : (drq1, Ady) = (V fuyy, + Brardy, Ads) = (V fu,,,, Ady), par
hypothése de récurvence. Puis, (V fu,s Ad)) = (Vups f"‘*;‘_;wti‘) = 0, d’aprés
(1.10).
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Etape 4 : Expression des §;
En utilisant les relations (1.12) et (1.7) et les on a :

6 = (vf'uk: Adk—-l)
* (di—1, Adi_1)
o (V.fum Vfuk - vfuk._;)
{1,V for = Vi)
2
(A1, V fup_y)
IV furll”
(vfuk—l + ﬁk—ldk—2> Vfuk,l)
B Hme.llz2
IV fuss |

Ftape 5 : Conclusion

Les directions de descente sont toutes conjuguées 2 & 2. Elles forment donc une base de R {car
la matrice A est symétrique définie positive). On note u* la solution de notre probléme.
D’une part, les coordonnées de u* — 1y dans la base des directions de descente. On a alors :

w' —uy = opdy+t ..+ On1de1 (1.13)
(d-‘h A(u* — uﬂ))
Tk T A Ad) (1.14)

D’autre part, les itérations du gradient fournissent

U = ty + odg + ... + apdy,
En multipliant cette expression par Ady, on obtient {dy, Ay — ug)) = 0, done
{di, A(u* — ug)) = (dy, (Au* — Aw)} = {dy, (b — Aug)) = —{di, Vfu,)

Finalement, on a bien ¢y, = ¢, pour tout &, ce qui achéve la preuve du théoréme. ]

1.2.2 Commentaires

Algorithme publié par Hestenes et Stiefel en 1952, "Methods of conjugate gradients
for solving linear systems"

Attention, ce ne sont pas les gradients qui sont conjugués, mais les directions de descente.
Remarquons qu’une des honnes propriétés de Palgorithme est son faible besoin de mémoire,

Comparaison aux autres méthodes de descente

Dans Palgorithme de gradient & pas optimal, les gradients successifs sonf orthogonaux. La
méthode de relaxation consiste 4 choisir des directions de descente le long des axes de coordon-
nées. La méthode du gradient conjugué consiste & choisir des directions de descente conjugué
par rapport 4 la matrice A. Ce qui a pour conséquence de rendre toutes les gradients en les
itérés orthogonaux 2 & 2, et qui fournit la convergence en n itérations de la méthode.




