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Théoréme d’Artin

Gabriel Lepetit, Antoine Diez

Théoréme 1

Si L est un corps et H est un groupe fini du groupe des automorphismes de L, alors si
I"={xeL:YocH,o(x)=x}, L/L¥ est une extension finie, |H| = [L :IH] et H est
le groupe des L¥ -auromorphismes de L.

Démonstration. Onnote m = [L : L] (éventuellement égal 3 co) etn = [H|. Onva vérifier
dans un premier temps que m = n.

1 Supposons que m < n < +0o«. Fixons x;,...,X,, une base de L sur L¥ et notons
H = {oy,...,0,}. Considérons le systéme de m équations a n inconnues dans I,
Yy,..., Y, défini par :

Vie[l,m],o(c)Y, +...0,(x)¥, =0

C’est un systéme surdéterminé donc il admet une solution non nulle (y4, ..., y,). Par
il

; _ . H
suite, pour tout x = _Zlajx}- cL,otta;el” ona
J=

Zai(x)yi = izajai(xj)yf = Zaj (Z U'i(ij’i) =0
=1 =1 j=1 j=1 i=1

On a domnc Z;l ¥:0; =0 avec les y; non tous nuls ce qui contredit le lemme d’indé-
pendance de Dedekind ci-dessous. Donc m > n.

2 Supposons que m > n. Il existe donc une famille (xy,...,x,,) d'éléments de L libre
sur 17, Selon le méme argument que pour le premier point, on peut trouver une
famille non nulle (yy,..., ¥,y ) € L") vérifiant (S) :

Vie[ln], o)y + +0;(%,41)¥n, =0

Sans perte de généralité, on peut supposer que parmi toutes les solutions non nulles,
(¥1,+- -5 ¥ps+1 @ un nombre minimal r de termes non nuls. Alors quitte & renuméroter,
on peut supposer que Vi <r,y; #0 et Yi > r, y; = 0. Ainsi, (§) se réécrit :

vie [Lnf,od{x)y; +---+ olx)y, =0
Soit ¢ € H, appliquons & au systéme (S) : Vi € [1,n],(c o o;}(x)o(y) ++-+(oo
o;:)o{y,) = 0. Comme 7 — oo est une permutation de Fensemble fini H, on a donc
(A):

Vie [Ln], o)y +--+o(x)y, =0

En multipliant (S) par o(y,), (A) par y; et en additionnant les deux systmes, on
obtient ‘

Vie [1L,n], oo o)y —o()y) + -+ oi(x o)y, — oy )y ) =0

1




L'entier r étant le nombre minimal de termes non nuls d’une solution non trviale
de (S), ona ¥j € {2, r],0(y)y; — y10(y;) = 0, soit o(y1y;") = ¥y, ! donc Vj €
2.rLyy; Y e 1¥_ Ainsi pour tout 2 < j < r, il existe z; € (LH Y tel que y; ==;y;.
Laligne de (S) correspondant & o; = id, devient alors : 3, ¥, +X,2, ¥, ++ - +x,2.y; = 0
done comme y; # 0, on a x; + X%, +-+- + x5, = 0, de sorte que {xq,...,X,) est une
famille liée, ce qui contredit Phypothése initiale. Donc m < n < +00 et finalement
m=n.

3 Notons G le groupe des L¥-automorphismes de L. Il contient  de maniére évidente.
Montrons que G est fini. Soit (a,,...,a,} une base de I sur L7, II;,..., 11, les poly-
nbémes minimaux respectifs des ¢; sur L” et f =11, ...TI, € L¥[X]. Soit R Fensemble
(fini) des racines de f dans L. Comme II ;{a;) = 0 pour tout j, R contient {a,,...q,}.

n
De plus, si x = > a;q; € L, ot a; € L¥, alors, pour tout élément o de ¢, on a
i=1
3
o(x) =2 a;0(q;). Celanous assure que y: G — G(R) est injective et done
=1 o — Oy
que G est fini.

On a L” c L% C I par définition de G, et LS ¢ L¥ C [ car H ¢ G done L¥ = L%,
Selon la conclusion du deuxiéme point, on a {G] =[L : L1 =L : L¢] = |H]| donc
G=H.

[

Quelques précisions supplementalres ce développement s’inscrit dans une théorie plus
générale, la théorie de Galois. Etant donné une extension de corps L /K, on s'intéresse 4 son
groupe de Galois Gal (I /K qui est le groupe des K-automorphismes de corps de L. Le résultat
majeur de cette théorie est la correspondance de Galois entre les corps intermédiaires K C
M C L et les sous-groupes H de Gal(L/K) :

Théortme 1

Si L/K est une extension galoisienne, les applications Fix : H ~— L¥ et Gal - M —
Gal(L/M) sont réciproques l'une de Pautre, ot LE, comme défini dans Pénoncé du théo-
réme d’Artin est appelé sous-corps fixe de L associé 3 H

Il est remarquable qu'en vertu du théoréme d’Artin, toute extension finie vérifie Gal o
Fix = id.
Définition 1
Soit L /K une extension algébrique. On dit que c’est une extension galoisienne si L2 E/K =
K.

On suppose a présent que K est un corps parfait, cest-a-dire que si L /K est une extension
algébrique, alors tout polyndme de L{X | n’admet que des racines sitnples dans son corps de
décomposition — L est dit séparable. La plupart des corps usuels sont parfaits : Q, R, C, les
corps fimis. En revanche pour p premier, F,(7) w'est pas parfait.

Définition 2
’ L'extension algébrique L/K est dite normale si tout polynéme irréductible f < K[X]

admettant une racine dans I se décompose en produit de facteurs de degré 1 dans I..

Par exemple C/R est une extension normale.



Proposition 1
Soit L. /K une extension finie, alors on a Péquivalence entre :

1 L/K esr galoisienne ;

2 L/K est normale;

3 L est le corps de décomposition d’un polynéme f € K[X 1;
4 Gal(L/K)} est dordre {I. : K] ;

En particulier si L/K est galoisienne finie et K € M C I est un corps Intermédiaire, alors
L/M est galoisienne puisque L est le corps de décomposition de f EK[X] CM[X], ce qui
prouve la correspondance de Galois.

Référence : Invitation & Palgébre : Théorie des groupes, des anneaux, des corps et des mo-
dules, Alain Jeanneret, Daniel Lines, Editions Cépadues, 2008. Voir également Théorie algé-
brique des nombres de Pierre Samuel aux éditions Hermann pour la théorie de Galois.







Meéthodes itératives de résolution d’'un systéme
linéaire

Gabriel Lepetit, Antoine Diez

Soit A€ GL,{R), b € R™. On étudie le systéme Ax = b.
Définition 1
Si(M,N} € GL,(R) x #,(R) est tel que A= M — N, on dir que Ia méthode Jtérative
associée a (M,N) converge si pour tout u, € R", Ia suite de premier terme u, et définie
par Yk e N,u,,, = M (Nu, + b) converge,

Théoréme 1

La méthode itérative associde a (M, N} converge si et seulement si oM 'N}<1

Commencons par moitrer un lemme
Lemme 1

Soit A € #,(C), € > 0. Alors il existe une norme subordonnée ||| - ||] telle que |||A[j} <
p(A)+e.

Démonstration. Comme A est 3 coefficients dans C, elle est trigonalisable : on se donmne
donc P inversible et T = (t;;);; <, ttiangulaire supérieurc tels que A= PTP1,
Notons (ey,...,e,) la base canonique de €. Pour § > 0, on pose e; =8 le; et Dy =
Diag(1,8,---,8™ 1).
- - j . -
Onadonc Vj < [1,n], Te; = 67 Te; = 67" > e, = 3, 577, e/, de sorte que Ty =

i~ s
i=1 i=1

ty Oty ... 8"y,
D' T Dy est la matrice
(0) o Bt g,
trm
On définit pour x € R", || x ||=]] (PD5) "% ||, et on note I - 1]} 1a norme subordonnde
associée. On vérilie aisément que VB € .#,(R), ||B]|| = |{{(PDs) 'BPD,||| o -

it

Or (admis ici), pour tout B = (bij)i,j € M, (R), on a |||B|ll.o = SUP; i 2 lbi;l- En

=1

n
choisissant & > O tel que pourtout 1 € i < n—1, >, &/ 7tt,;] < ¢, on obtient done, puisque
j=i+l

PlA) = sup e, el A = 11 Tsllleo < p{A) +&. t

Démonstration {du théoréme). Soit i € R™ tel que Au = b, Cest & dire Mu == Nu+b. Posons
gy = U, —u en reprenant les notations du théorérme. Alors :
eerr = M (Nup + ) —M'Nu—M7'h = M™IN(u, —u) = M~ Ne,

Ainsi, par une récurrence immédiate, Yk € N, e, = (M~'N)*e,. Dés lors, deux cas se
présentent :




1—p(M'N)

— Sip{M'N}< 1,onfixe g = et le lemme nous fournit une norme

subordommée ||{-|{| telle que {||M 'N}i] < p(M™*N)+¢ < 1. Donc pour la norme || - ||
associée, on a pour tout k, | e, [i< [|[M'NIf{* || eq || done kE-IPoo e; = 0 si bien que
{up )x converge vers u.

— Si p(M™'N} > 1, soit A valeur propre complexe de module supérieur ou égal a 1,
et it = fiy + ifl, un vecteur propre associé. Comme pour tout k, (M N i = A¥g, la
méthode itérative ne converge pas pour ug =u + i .

i

Décrivons maintenant quelques cas particuliers de méthodes itératives :
— Meéthode de Jacobi: M = Diag(a,,...,a,,) = D et N = D—A. Onnote J = D"(D—A)
—— Meéthode de Gauss-Seidel : M = D —E o1 D = Diag(ay,, -..,a,,) et E = —A,,, partie
triangulaire inférieure siricte de A N = —Ag, =F.Onnote & =(D—EJ'F.
-1
— Méthode de relaxation : M = Q—E etN = 1_—wD+F, 2, = (2 —E) (1_—wD + F)
w % o w
Proposition 1

Si A est une matrice tridiagonale, (%)) = (p{J))?. La méthode de Gauss-Seidel a donc
une vitesse de convergence double de celle de Ia méthode de Jacobi.

b, nu_lf—'z (0}
e e . b )
Démonstration. Remarque préliminaire : introduisons pour u # 0, A(u) = Kz ) 2 )
- - u— c
(0} pa, by,

oA =A(1). Alors A{i) = Q(uJA(1}Q(p) " o1 Q(u) = Diag{u, u?, ..., u""), donc detA(p) =
detA(1).

Les valeurs propres de J sont les racines du polynéme caractéristique p Ay =det(D HE+
F)—AT), ce sont aussi celles de g;{A) = det(AD—E—F). De méme, les valeurs propres de ¥,
sont les racines de pg, (A) = det((D —EY'F — AI), et celles de g o (A) =det(AD—AE —F).

Mais selon la remarque préliminaire, pour tout A € C*, g @, (kz) =det(A’D—A?E—F) =
AMdet(AD —AE —A'F) = A"det(AD —E—F) = A"q,(A).

Donc les valeurs propres non nulles de %, soat les carrés de valeurs propres non nulles
de J, ce qui permet de conclure. O

Proposition 2
Le rayon spectral de £, est strictement supérieur 3 [e» — 1|. La méthode de relaxation
ne peut donc converger que si « €0, 2.

. . . D 1— . .
Démonstration. La matrice &,, = (— —E ) (JD +F ) est trigonalisable comme pro-
[43] w

duit de matrices trigonalisables et en notant A,,..., A ses valeurs propres avec multiplicité,
ona

l_w sl 1_(1)
det( = D-l-F) ]___[1_:1 —ay;

_ _ _ w (1
!;[li = det(£,) = dEt(B_E) = T =(1-w)
w =1
Donc p(,,)" = |det(£,)] = |1 — w|" de sorte que p(L,) = |w—11. ]

2



Remarque. Par des techniques similaires, on montre que si A est tridiagonale et J a un
spectre réel, la méthode de Jacobi et la méthode de relaxation pour O < w < 2 convergent
1

ou divergent simultanément. De plus, w, =

2st un parametre de relaxation
I+4/1—p(J)2
tel que p{%,, ) est minimal.

Référence : Ciarlet, Introduction 4 Fanalyse numérique et 4 I'optimisation, p. 102
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