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Lemme de Morse

Mouzard - Morin

On commence par un lemme préliminaire.

Lemme. Soit Ap € GL,(R) N FL(R). Alors il eriste un voisinage V' de Ay
dans 7 (R) et une application ¥ : V C S5,(R) = GL,.(R) de classe C* tels gue
VA € V,A = W{A)Apg{4). Autrement dit, le changement de base des formes
quadratiques dépend localement de manicre C* de la forme quadratique.

Démonstration : On pose

w1 GL, (R} — S5, (R)
P PALP

@ est de classe C1 car polynomiale. On a (I + H) — o{I) = AcH +~'HAq +

“hﬁQ O(HH [1*). Donc der H = ApH -+ Ap. On va maitenant chercher & appliquer
Z,

le théoréme d’inversion locale, cependant dipr n’est pas inversible :
e Y

ngIH =0 “— AO.H = *tHA{)
= ApH € o,

On va utiliser la décomposition suivante -
A (R) = Fo(R) © & (R) = Ao (R) © Ao (R)

car Ay est inversible. On considére @] 4, o, (m) : sa différenticlle en [ est inversible.
Draprés le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage V' de Ag dans ., (R)
et ¢ V O F(R) — Ao (R) N GLL(IR) qui réalise un C-difféomorphisme sur
son icage tels gue

VA€V, A="(A)A(A).
En particulier, 9 : V' — GL,{R) est de classe (1.
(I

Théoréme. Soient U7 CR™ un ouvert et f : R™ — R une fonction de classe C2.
On suppose que Dof =0 et que DEF est non dégénérée de signature (p,n —p).
Alors il existe un C'-difféomorphisme w de V < R™ un voisinage de O dans
B™ tel que @(0) = 0 et flz) — F(O) = uf + ... +ur —ul — . —ud o
w= (U1, ., ) = @(z).




Démonstration : Par la formule de Taylor avec reste intégxal, on a

1@ =50 = [ = 00% flz )

On pose Qa) = [ (1~ ODE18 € F4(R), sins 1(2) — £0) = Qe

Q}(0) = 1 D} f est inversible car supposée non dégénérée. On peut alors appliquer
le lemme : il existe un voisinage V de Q{0) dans S, (R} et ¢ : V — GL,.(R)
tels que

VAV, A="%{A)QO)(A).

Or (J est continue en G donc il existe un voisinage I7 de 0 dans BR™ tel que

vz € U, Q(x) = %{Q())Q(0)4{Q(=))
Enfin, Q(0) est une forme quadratique de signature {p.n — p) donc il existe

P e GL,(R) telle que Q{0) =P ( % 7 0 ) P. Alorson a
n—p

wet, fw-10 - 0 Yruewie-v(t 0 s

En posant @z} == Py(Q{z})x, il reste & montrer que y vérifie bien les conditions
annoncées. On a (0) = 0. Comme f est de classe C2, on a que i est de classe
C* sur U. On va alors lui appliquer le théoréme d’inversion locale. Soit & € U.

Alors
w(h) —(0) = PH{Q(R)h = PY(QE)R+ O (A%

flaf-—o

car o Q est O, Done dipg est inversible et le théoréme d'inversion locale nous
garantit Vexistence du €' difféomorphisme annoncé.

[



Loi de réciprocité quadratique

Mouzard - Morin

Théoréme. Soientp,q > 3 deux nombres premiers. Alors (%) (%) = (ﬁl)P_El%l
avee la notation pour le symbole de Legendre :
. 2
- 1 sizxe (IE‘;‘)
=4 0 siz=10[qg
—1 sinon

Démonstration : Nous allons compter Uensemble
Xo={(z1,...,z,) € P +. +al =1}

modulo p de deux maniéres différentes.
On remarque que %/pz agit par permutation circulaire sur X : (n, (T1,...,%p})
(@147, -- -, Tper) Ol les indices sont pris modulo p. Seit =z € X.

-Cas l: Ji # 7,25 # 5.
Alors |Orb(z)| = |Z/pz| = p car le seul stabilisateur est n = 0 € £z

-Cas 2z =...=Tp- .
Alors [Orb(z)| = 1. La condition est alors pz® = 1. I y a exactement
deux solutions si p est un carré modulo g, § sinon. Cest-a-dire 1+ (%) ;

Done | X|{=1+ (g) [nl.

On pose d = g—l et @ = (—1}%. On considére maintenant Pensemble
X' =y, ) €FE L Qlm, - -, 3p) == 210 +- . -+ 2Tp_a@p_1 +azh = 1}

La théorie des formes quadratiques nous dit que la matrice de @ dans une bonane
base est I, ou diag{1,...,1,a) olt @ € F; n'est pas un carré. Or le discriminant
de @ est 1 par covstruction, qui est un carré dans F,;. On en déduit que sa
matrice est I, dans une bonne base, et donc que [ X| = |[X'|.
Nous allons maintenant compter X' medule p et en déduire le résultat. Solt
(T, ..,2p) € XV,
-Cagl: {wi,m3,...,2p—2) = (0,...,0).
La condition devient alors amg =1LH0yal+ (%) golutions pour xp, ot

g? pour {za,...,2p—1) ce qui donne g% (1 + (%))

-Cas2: {w1,23,...,2p2) # (0,...,0).
On considére alors (zy, &3, . .., Tp—a) fixés, et soit x, € Fy fixé. L’équation




devient celle d’'un hyperplan affine dans un espace vectoriel de dimension
d sur un corps de cardinal ¢, il y a %! possibilités pour (z,.. ., Tpi)-
Il y a au total g%~ 1g{g? — 1) possibilités pour (&1, ... 1 Ep)-

Done { X' = ¢?(1+ (%) Vg (g?—1) = Pt 1 g? (g) On regarde alors égalité
entre | X| et |X'} modulo p :

() -rre) s

1+(§) —1+¢T e T

()= o

Or les termes en jeux valent 1,0 ou —1, on a dong 1"égalité en tant qu’entier et
non seulement modulo p.

O




