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DEVELOPPEMENT 22

THEOREME DE JOHN

& Peq;b@‘t:ﬁjg

Théortme de John. — n compact K de R® eontenant O duns son intérienr est conteny dans un
uwnique ellipsotde de volume minimal.

Démonstration. — On note Sym™*(n) I'ensemble des matrices symétriques définies positives et on

définit une application g : Sym™(n) — R en posant u{S) = v’&it_S’ S8i R, 8 € Syt (n) alors il

existe 7 € GL,(R) telle que

1 81
R="1*p Pet S="7P T P

Tn Sn

ol les r; et 5; sont strictement. positifs. La convexité de Symt*(n) assure que, pour tout ¢ € 0,1}, 0m a
(1-R+tSeSym! '{n) dou

w1~ E+18) = p('Pdiag{(1 - t)r +ts1s- (T - t 5, ) P)
= (det( tP) ﬁ((i — 1)1 + t5;) det(P)) 2

=1

% 1

—_ {de‘t(P)lﬁq HB_%(}Dg((l_t}Ti"’tSi))
=

< idet{ Py H 3% ioglr)+tlog{ss))
=1

par concavité du logarithme, puis

[det(P)] p((1 — YR + 15) < ﬁ(é‘"*’sﬁ)—% < ( (ﬁ n—)“*iﬁ ss)*) 5

d=1 L i=1 =1
et par convexité de £ > e~2%, on a {(en notant B =Jlr; et S=1]s;)
[det(P)| u(( — )R + 88) < = H(-DoellretslonTlsd < (1 _ pye-ioslne | go-3ioeTla

e, p{{1— )R +18) < (1 —t)u(R) + tu(S) done application p est convexe sur Sym 't (n). De plus, le
cas Egalité néoessibe 7; — 5; powr tout ¢ .e. B = 5 et 1 est done strickement convexe.

Notons que la boule unité By pour un produit scalaive défini par S € Sym' | (n) {i.e. pouwr un ellipsoide)
est 'image de la boule unité canonique B par A = /57, En effet, on a.
X <1 <= XX <1 &= YAX)S(AX) <1 < AX cBs.

Le théordme de changement de variables donne donc v(Bg) = |det Al v(B) i.e. Bg) = p{S)u(B), i
s’agit donc de minimiser p sur Pensemble des § € Sym™ 7 (n) telles gue K C Bg.




62 THEQGREME DE JOHN

Notons que si § € Sym* ¥ (n) et A > 0 vérifient AB C Bg alors §|S|] < A2 Fn effet, si [ X} < 1 alors
AX € Bg done {VSX,V5X) = {SX, X} < A2 et il Sensuit que JVE| < At dlo S < A2

Puisque A est borué, J exigte r > 0tel que K C 7R ie. K C Bg, ot Sy = r2L,,. On cousidére alors
T'ensemble
C={SeSym"(n); K CBs et u(S) > u(So)}

qui est un ensemble convexe {du fait de la convexité de u}, non vide (puisque Sy € C) et fermé (le seul
point non trivial est que la limite d'une suite d’éléments de C reste symétrique définie positive ce qui
est assuré par la condition u(S) > u(Sy) i.e. det § > det Sy > 0). Comme 0 est un point intérieur de K,
il existe A > 0 tel que K contienne AB et il résulte donc de la remarque ci-dessus que [|S) < A2 pour
tout S € C. L'ensemble € est donc compact. La fonction i est continue sur le compact € donc admet
un minimmwm qul est atteint exactement une fois du fait de la stricte convexité de p. £l

Application. — Tout sous-groupe compact de GL,,(R)} est conjugné i un sous-groupe du groupe
arthogonal.

Démonstration. — Soit G un sous-groupe compact de GL,(R), on pose K = U AB. Alors K est
’ Ae@

compact {car image du compact G X B par 'application continue (4, X) — AX) qui contient 0 dans

son intérieur (puisque B C K) donc K est contenn dans un unique ellipsoide Bg de volumne minimal,

Soit B € G alors {d’aprds la définition de K}, o a BK = K d'ott BPK = K pour tout p € Z or
B C K C Bg, done B C B*Bsg, pour tout p € Z et il s’ensuit 1 = u(l,) < |det BIP B{Sp) pour tout p Z
donc |det B] = 1. Sion pose B = *BSB alors B € Syt {(n), K C Br et det R = det S donc R = §
Par unicité de Pellipsoide Bg. [}

Lecons concerndes
22 Déterminants. Applications
25 Formes quadratiques. Applications
30 Barycentres dans un espace affive réel de dimension finie; convexité. Applications
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DEVELOPPEMENT 12

ENVELOPPE CONVEXE DU GROUPE ORTHOGONAL

On considére 'espace Mn{R} muni de la norme { Jl2 induite par la norme euclidienne de R™.

Lemme. — Les formes linéaires sur M,(K) sont les applications
M{K) = K, M > Tr (AM) ot A€ M,{E).

Démonstration. — On considére le morphisme f : Mo(K) = M,(K), A — f4 ol fa(M) =Tt (AM }.
Il s’agit de montrer que f est un isomorphisme i.e. {puisque dim M, (K} = dim M,({K)') de montrer
que [ est injective. Si A = {g;;) est telle que fa = 0 alors, portous 1 <4,7<n, on a

0= fa(E;;) = Tr {AF;;)

mais
S TE
AE; ;= E ax By By 5 = E apbuby B ;= Z o By B 5 = Z % i B 5
1<k,i<n 1<kI<n kL P
d'oll
h 3 bzl F1
0=Tr (AFyy) ="Tr 3 ar:Br; = > apsTr (Bpy) = 3 apidp = 044
k=1 k=1 k=1
e A=0 O

L’I‘héoréme_ — Llenweloppe conveze de O(n} dans Mn(R) est la boule unité.

Démonstration. — T est clair que B A, (k) tontient Uenveloppe convexe de O(n}, on cousidére donc une
matrice M € M,(K) telle que [[Mf|2 < 1. D’aprés un corollaire du théoréme de Hahu-Banach, pour
montrer que M est dans Uenveloppe convexe de O(n), il suffit de montzer que

w(M) < sup ¢{O)
OcO(n}

pour toute forme linéaire ¢ sur M,{K). D’apras le lemme, cela revient & montrer que

Tr (AM) < sup Tr (40) , VA € M,(K).
Oe0(n)

On considére une décomposition polaire 4 = 05 de 4 {i.e. Q est orthogonale et S est symétrique
positive} et une base orthonormale {g1,...,e,) de R® formée de vecteurs propres de S, alors

sup Tr (A0) 2 Tr (AQ7) = Tr (A714) =T (§) = ) _ [Sesll,-
O=0(n) i 1
D’anutre part, on a
Tr (AM) =Tr (MA) = Y (MAs, e} = 3 (Aey, M’e;)
F=1 =1
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d’otl d’aprés Pinégalité de Cauchy-Schwarz

Tr (AM) < ) ey (Ml <3 Aesll; 100 fesll -

i=1 =1

Mais [| M2 < 1 implique que §37*|}2 < 1 et la base (e1....,e,) est orthonormale donc

Te (AM) <Dl deslly <108l = fiSeill,

d=1 =] =1

et on a finalemnent bien Tr (AM) < sup Tr (40). O
Oc{n)

Or rappelle qu'un élément U de B est dit extremal si touie criture du type U7 = %{V + W) avec
VWceRBimpligue V=V =W.

[Théoréme- — O{n) est Pensemble des points extrémeouz de la boule unité. !

Démonstration. — Notous tout d’abord que si J|U|] < 1 alors U w’cst pas cxtrémal; on offet, si U = 0
alors 7 = 31 + (1)) et si U/ # 0 alors I/ = i (ﬁﬂr—}- 2- ﬁ)U)
D’autre part, tout élément U € O(n) est extrémal ; en effet, éerivons &7 = L(V + W) alors, pour tout
FER® ona2Uzr=Vz+ Wz doit
4=l = 20| = [Va® + [Wel® + 2(Ve, Wa) < WVI2 =)+ EWI7 =i + VI el < 4 )]
ce qui impligue que les inégalités ci-dessus sont en fait des égalités i.e. ou a

Vol =zl . Wzl = |z et (Va, W)=Vl |Wz|;

la dernidre égalité implique une Vir et Wz sont positivement liés et le deux premidres montrent donc
quonaenfait Vo =Wz, dou U=V =W.

Soit A un élément extrémal de la boule unité, on en cousidire une décomposition polaire 4 = 50, ee
gui peut aussi s'éerire
dy
A=7'QDO0 ot D=
dy,
et 2,0 € O(n} et Ar,..., Ay > 0. D'autre part on a [lA]] = [|DJj = liug d; donc 0 < d; <1 pour tout
BT

1. Supposens que 'un des d; soit mon nul, par exemple di £ 0, et posons

1 2d1 — 1
. &
D]_ = 4 . et Dg = g
d,, tr,
puis V = *IDQO0 et W = QD00 alors V # W, VI = D <1, W = [P} < 1 et
A= %(U -+ W} ce qui contredit le caractére extrémal de A. Par conséquent, tous les d; sont nuls
ie A= 00 =0 c On). 1

Sébastien Pellerin



