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Action du groupe modulaire sur le demi-plan de

Poincaré.

Référence : M. Alessandri, Thémes de géométrie; Groupes en situation géomélrique

On appelle demi-plan de Poincaré 'ensemble P = {z € C | Jm(z) > 0}.
On fait agir SL2(Z) sur P par 'action dite par homographie :

az -+ b
cz+d

VYA€ SLy(Z), Vze P, Axz=
On appelle également S et T les matrices
o 0 -1 et T — 11
1 0 01

Finalement, on appelle groupe modulaire le groupe
PSLa(Z) = {SLa(Z)}]{£I}.

On fait agir ce groupe sur P de la méme maniére que SLo(Z). On remarquera que cette

action est fidele {(seul le neutre fixe tous les points).

On cherche & montrer

Théoréme 1. Le groupe SLy(Z) est engendré par S et 1.

Preuve. On note G le sous-groupe de SLo(Z) engendré par S et T. Le but est de

montrer que G = SLa(Z). On commence par la recherche d’un domaine "fondamental”

pour Uaction du groupe spécial. Soit D 'ensemble

1
D:{zepgfz|>1et|Re(z)|g5},

Lemme. On fait agir G sur P via Uaction de SLy(7Z). Alors, pour cette action, toutes

les orbites rencontrent le domaine D,

Preuve. On se fize z € P. On va construire un point de P qui est dans D ¢ partir de z ;

pour cela, on va considérer un point de lorbite "d’altitude” mazimale, puis le translater.

On remarque qu’il n'y o gu’un nombre fini de couples (c,d) € Z2 tels que jcz+di < 1.

En effet

le|Tm(z) = [Tm(cz + d)| € |ez +d| £ 1,




et done |ef < 1/Tm(z) et |d] < 1+ |c|)2|.

Or, pour A = ( a b ) dans G,
c d
_ Im(z)
Im{Ax*z) = Tzt dP i

Donc le nombre de couples (c,d) vérifiant Im{A*z) 2 I'm(z) est fins, et il existe A e@
telle que Im(A; * z) soit mazimal. On appelle 2y = A * 2.

Soit n lo partie entiére de Re{z) +1/2.

Comme pour tout w de P, on a T*u=u+1, on a :

€ Re(21) —n < Re{z1 —n) < Re(T™™ « 7)<

3

P | =
B =

avec Im(T ™ x z1) = I'm(z,).
En posant zy =T« z1), il ne nous reste plus qu’s montrer |z2f > 1.

CVest vrai car sinon, Im(S % z) = %’;%ﬁﬁ, ce qui contredit lo mazimalité de Im(z,).

On chercher maintenant 4 étudier, pour z € D fixé, les matrices A de SLy(Z) telles
que A+ z € D.

41

b
Fizons-nous donc 2 € D, et A = ( y ) dans SLy(Z) tels que A%z € D.
¢

Lemme. A est une matrice de G.

Preuve. On peut se restreindre au cas ot Im(A+z) > Im{z}, i.e fez +d| < 1 : sinon
Im(Axz) < Im(A™" % (A% 2)) et donc on peut foire la méme étude pour A=,

D'aprés les calculs qu'on a fait plus hout, on @

1 2
L =<2

Im(2) /3

lef <

et donc c¢ {-1,0,1}.

Cas c=0: On o det(A) = ad = 1, et done, quitte & changer A et —A (ce qui ne
change pas Uaction de A), onaa=d =1, et donc A%z — 2 + . Regardons ot
est z dans D.
~ Si|Re(z)] < i, alors b=10 et done A = +1I.
~ SilRe(z)] = —1L, alors b=10 ou 1, et donc A = +I ou T
- Si|Re(z)l =g, alors b= 0 ou -1, et donc A = =T ou T,

Cas e=1: La condition |z + d| < 1 n'offre que trois possibilités (dessiner D) :

(1) d=0;




(it) z=jFetd=1;
(ii)) z= —3 et d=~1.

(i) Onadet(A)=—-b=1, et Axz=a— 1
Comme de plus, |2 < 1 et z € D, nécessairement |z| = 1, et donc —L et le
symétrique de z par rapport A Uaze des imoginaires. a — % est donc dans D
seulement si
-a=10
—z=jela=-1
-z —% eta=1
Ces trois possibilités meénent &

-A=8

-1 -1 5
a( ) -em
—A:(E_J)zTS

1 0

(it) det(A) =a—b=1 et

qui est dans D seulement si a =0 ou a =1, ce qui mene a4

A:(O_d):STwA:(lud)zﬂH
1 1 1 0

(#i) On conclut de la méme facon
1 -
At(? 1)=(T8)201J:A—( : 01):TST.

On se ramene ¢ c =1 en changeant A en —A.

On peut maintenant terminer la preuve :

Le cos ou z est dans U'intérieur de I ne se rencontre que dans le cas ¢ = 0, el impose
A==+1.

Soit A une matrice de SLo(Z). Notons 2/ = Axz € P. Alors par le lemme Reflem :1,
il eziste B € G telle que B+ 2' € D, i.e (BA)xz € D.

On o donc BA=2%1I,i.e A=2B"'. Comme —1 = 5? est dans G, on a bien A € G,

et par suite G = SLa(Z), ce qui conclut la démonstration.




Le groupe circulaire

Référence : M. Audin, Géométrie

On voit ici la droite projective complexe P1(C) comme le plan C muni d’un point 3

Pinfini. Le but est de prouver

Théoréme 1. Notons G le groupe engendré par les homographies et la conjugaison
compleze. Le groupe circulaire G est ezactement l'ensemble des bijections de P(C) sur

lui-méme préservant la famille des cercles et des droites.

On sait que les homographies préservent cette famille, puisqu’elles préservent le bi-
rapport, et puisque le birapport de quatre points est réel si, et seulement si, ils sont
alignés ou cocycliques. Comme il est clair que la conjugaison complexe préserve égale-
ment la famille des cercles et des droites(en tant que symétrie par rapport & 'axe réel),

le sens direct est démontré.

Réciproquement, considérons ¢ une bijection de P!'(C) sur lui-méme préservant I'en-
semble des cercles ou droites. On veut montrer que ¢ appartient 4 G, donc quitte & com-
poser ¢ par une homographie, on peut supposer que ¢(0) = 0, ¢(1) =1 et ¢{o0) = oo,
et cette troisidéme condition implique que ¢ conserve séparément la famille des cercles et
celle des droites. En effet, les droites contiennent toutes le point co, et aucun cercle ne

le contient.

0.0.1 ¢ préserve les divisions harmoniques

On va montrer que ¢ conserve les divisions harmoniques. On rappeile que a, b , ¢

et d sont en division harmonique si [, b, ¢, d] = —1. Un cas particulier que 'on utilisera
dans la suite est que ;
fa,b,6,00) = ~1 45 ¢ = 7

Cette partie du développement fait appel au lemme sujvant :

Lemme. Soient a,b,c € C distincts. La construction de Uunique point d € P{C) tel que
a, b, c et d soient en division harmonigue s’exprime uniguement en matiére d’intersection

et de tangence de droites et de cercles.

Preuve. OUn se donne trois points a,b,c € C distinets. Deux cas se posent : les points

sont alignés ouw cocycliques. Nous donnerons a chaque fois lo méthode de construction




du point d, que nous justifierons ensuile.

Clas des points cocycligues :

Considérons le point m issu des tangentes & a el b (qui peut éventuellement étre égal
d oo si les tangentes sont paralléles). La seconde intersection de la droite (mc) avec le

cercle est d.

Justifions que les points sont bien en division harmonique. On envoie d d U'infini par

une homographie.

On remarque alors que ¢ est le milieu de [a'V] car il coupe laxe radical des deuz cercles
sur une tangente commune. Il ne reste plus qu'a appliguer la conservation du birapport.

Enfin, si m = oo, alors la droite rouge devient la tangente commune aux deuw cercles,

et est encore leur aze radical.

Cas des points alignés :




On choisit un point m en dehors de la droite (ab), et on trace une drotte issue de ¢
coupant [am)| et [bm). On peut alors tracer la droite (mn), ot n est le centre du quadri-

latére qu’on vient d’oblenir. (mn) coupe (ab) en d.

Pour justifier que les points sont en division harmonique, on envote, dans Po(R) cette

fois, la droite (mc) & Vinfini par une homographie.

Alors, (am) et (bm) deviennent parelléles, le quadrilatére est donc un parallélo-
gramme, ses diagonales se coupent par conséquent en leur milicu et d est le milieu de
labl. On o alors (o'W, c,d] = [a',V,d,c] " = [d,¥/,d,00] ! = —1. On conclut ¢ nou-
veaw par conservation du birapport, qui donne gue le birapport des quatre points vaut -1,
comme birapport de quatre points d’une drotte projective réelle, qui coincide avec celui

des points vu dans P1(C), ce qui donne le résultal.

Maintenant, ¢ préserve la tangence et lintersection par injectivité, et préserve les

cercles et les droites. Donc ¢ préserve les divisions harmoniques.

0.0.2 ¢ est un automorphisme de corps

Il reste & voir :




Proposition 0.0.1. Seit ¢ de C dans C qui fize 0 et 1 et préserve les divisions harmo-

niques, alors ¢ est un autemorphisme de corps de C.

En effet, le résultat en découle puisque ¢ envoie une droite sur une droite et préserve
0 et 1, donc elle préserve R. Or les seuls automorphismes de C qui préservent R sont

Videntité et la conjugaison complexe, qui appartiennent tout deux 3 G.

Preuve. Considérons a,b € C., ¢ conserve les divisions harmonigues donc les milieuz.
Donc

¢(a;~b) _ ¢(a);¢(b).

On en déduit ¢(a) = 2¢(%) en prenant b= 0, ce qui donne

¢la+b) = ¢(a) + $(b).

On en déduit que ¢{—a) = —¢{a).

Va € C\{0, 1}, remarquons que

1+a lta
2 — l=a __ 1-a __
la,~a,a% 1] = 7% = —1 =1
a?—q l—a

Les points a, —a, a? et 1 étant en division harmonique, on a

[¢(G')7 (;l‘)(““a), ¢(a2): ¢(1)] = {G’: —a, 02: 1}
= —1= [(]5((1}, -*(,‘b(a), ¢(a)2: 1]

[¢(Q), *¢'(a)7 ¢(G’2): 1]

Done
[¢(a)! 7¢(a)1¢'(a2)3 1] = [(ﬁ(d), —qS(a), ¢(a)2: 1]

Par unicité du birapport, on conclut que ¢(a?}=¢(a)? (ce résultat reste vraisia =0 oul)

2 2
Pour finir, remarquons que ab = (“T“’) — (“—'2"’3) . Done




¢(ab) = ¢

i I
e ~e_
- T T
e T e
o

([

Et ¢ est done bien un avtomorphisme du corps C, ce qui conclut la démonstration.




