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Le groupe circulaire

Florian BOUGUET

Référence : M. Audin, Géométrie

On voit ici la droite projective complexe P*(C) comme le plan complexe muni d’un point &
I"infini, que I’on notera oo pour &tre un peu original.

Theoréme 1

Notens G Ie groupe engendré par les homographies et la conjugaison complexe. GG est exac-

tement I’ensemble des bijections de P1(C) sur lui-méme préservant ensemble des cercles
ou droites (c’est-a-dire envoyant un cercle ou une droite sur un cercle ou une droite).

Preuve du théorégme ;

On va procéder par double inclusion, ¢t un sens est trivial. En effet, on sait que les homographies
sont des bijections de P*(C) sur lui-méme. I’ autre part, puisqu’elles préservent le birapport (et
puisque le birapport de quatre points est réel si, et seulement si, ils sont alignés ou cocycliques)
clles préservent I’ensemble des cercles ou droites. Enfin, la conjugaison complexe est une symé-
trie toute béte par rapport 3 R, et envoie donc un cercle sur un cercle et une droite sur une droite.

Considérons ¢ une bijection de PY{C) sur lui-méme préservant I"ensembie des cercles ou
droites. Rappelons qu’a tout couple de triplets de points de P! (C) correspond une homogra-
phie envoyant le premier sur le second. Donc, quitte # composer ¢ par une homographie (ce
qui ne modific 1’appartenance ou la non-appartenance & (), on peut supposer que »(0) = 0,
p(1) = 1 et p(oo) = oo. Cette troisitme condition sur ¢ implique immédiatement que @
conserve les cercles ou les droites, mais séparément cette fois-ci !

w préserve les divisions harmoniques _
On va montrer que ¢ conserve les divisions harmoniques. Rappelons que a, & , ¢ et d sont en
division harmonique si [a, b, ¢, d] = —1. Un cas particulier tres utile par la suite est que

b
[a,b,c,oo]=—l(:>c:a+,

Cette partie du développement fait appel au lemme suivant :
Lemme 1

Soient a, b, ¢ € C distincts. La construction de I'unigue point d € PY(C) tel que a, b, c et d
soient en division harmonique se fait uniquement en matiére d’intersection et de tangence de
droites et de cercles.

Une fois ce lemme prouvé, la conclusion est quasiment immédiate. En effet, ¢ préserve la tan-
gence et I'intersection par injectivité, et préserve les cercles ou les droites. Donc ¢ préservera




la situation des points g, b, ¢ et d et donc le fait qu’ils soient en division harmonique.

Preuve du lemme :

On se donne donc trois points a, b, ¢ € C distincts. Deux cas se posent : les points sont alignés
ou cocycliques. Nous donnerons 2 chaque fois la méthode de construction du point d, que nous
Justifierons ensuite.

Cas des points cocycliques
Construction :

Considérons le point m issu des tangentes a a et b (qui peut éventuellement &tre égal & oo si les
tangentes sont paralléles). La seconde intersection de la droite (mc) avec le cercle est d.

Justification : On envoie d a Uinfini par une homographie

La droite rouge devient I’axe radical des deux cercles, et coupe donc [ab] en son miliey, c.
Donc [a, b, ¢,d] = 1, et on peut conclure par conservation du birapport par les homographies
(st comme 99% des étudiants de M2 vous n’avez jamais entendu parler d’axe radical ou de
puissance par rapport & un cercle, allez jeter un oeil aux remarques). Si m = oo, alors la droite
rouge devient la tangente commune aux deux cercles, et est encore leur axe radical.



Cas des points alignés
Construction :

On choisit un point rn en dehors de la droite {ab). et on trace une droite issue de ¢ coupant
[am] et [bm]. On peut alors tracer la droite (mn), ol 7 est le centre du quadrilatére qu’on vient
d’obtenir. {mn) coupe (ab) en d.

Justification 1 : On envoie (mc) a Uinfini par une homographie

S |

Cette justification, bien que plus intuitive et plus rapide, utilise maltheurcusement des notions de
plan projectif et d’homographies en dimension supérieure, qui ne sont plus an programme (du
moins en 2012) et risque donc de vous entrainer sur un terrain glissant. En effet, 1a justification
se fait dans P?(R). . .Bref, n’ devient le centre d’un parallélogramme, et la droite rouge coupe
dong [a't'] en son milien. On a alors que [/, ¥, ¢, d'] = [, ¥, &, =¥, d' o0] 7 = 1,
¢t on peut alors conclure 2 nouveau par conservation du birapport.

Justification 2 :
On se place en coordonnées barycentriques dans le systéme (a, b, m). Rappelons que toutes
les coordonnées sont définies & constante multiplicative non-nulle prés. Sin = (o, 8, u), olt
o, 3, mu sont tous non-nuls, alors on a immédiatement p = (o,0,u),q = (0,8,4),d =
{c, 8, 0) car ils appartiennent chacun & un cdté du triangle.
D, g et ¢ sont alignés, donc A € Rtel que ¢ = p+ Ag = (¢, AB, {1 + A\)pu). Puisque a,b et ¢
sont aussi alignés, {1 + A)u = 0 donc ¢ = (a, —8,0).
Done

o c—b

-8 c¢—a




Doncla, b, ¢, d] = —1.

@ est un automorphisme de corps

Grice 4 la conservation des divisions harmoniques, on va montrer que ()¢ est un automorphisme
de corps. Considérons a, b € C. ¢ conserve les divisions harmoniques donc les milieux.

{p(c%b) _ w(a)-zf-@(b)

(a+b)+0 wla+b)+¢(0)  wle+b)
="0( 2 )= 2 T3

Donc @(a + b} = ¢(a) + @(b). On en déduit que

pla - a) = ¢(a) + p(—a) = ¢(0) =0
Denc p(—a) = —p(a).

Va € C\{0, 1}, remarquons que

1ta 14a
2 _ 1l _  1-a __
la,—a,a%,1] = Fie = Tmg =1
(1,2—41 1l—a

Les points a, —a, o2

la,—a,a%,1] = [pla), p(—a), v(a®),p(1)] = [¢{a), —¢(a), ¢(a®), 1]
= [o(a), —¢(a),1,0(a®)] = -1
Cette relation étant vraie pour tout complexe différent de 0 et 1, elle reste vraie pour ¢(a) si
a s O ou . Dong

[ola), —o(a), (), 1] = [w(a), —p(a), 1, 9(a)?] = ~1
= [e(a), —p(a),1,9(a”)]
Par unicité du birapport, on conclut que ¢(a®)=w(a)? (ce résultat reste vrai si a = 0 ou 1)

et 1 étant en division harmonique, on a

Pour finir, remarquons que ab = (“T”’)z ~ {252)". Done

olat) = so((“; )2—(a;b)2)
R CIRI(C)
- () ()

_ (90(@)-2&@(5))2 _ (@(a);w(b))Q

= pla)o(b)




@|c est donc un automorphisme de corps.

Puisque ¢(R) = R, o est Pidentité. (i) = —1 et p(a +ib) = a + w(1)b. Done (i) = +1.
Done ¢ = Id on z — 2. Donc ¢ € G, CQFD.

' REMAROQUE

Dans la démonstration du cas cocyclique du lemme, il faut montrer que ¢/, point d’intersection
de la droite rouge et de (a't/), est milieu de [a'¥]. Il ne sagit pas d’un fait trivial, et la facon la
plus élégante (ct élémentaire) de le démontrer consiste 2 introduire la notion de puissance par
rapport 4 un cercle.

On appelle puissance de M par rapport au cercle € la quantité
pc(M) = OMQ - ?"2

[l est évident que C est exactement I’ensemble des points de puissance nulle par rapport 2
lui-méme. De plus, un petit calcul vectoriel donne aussi que

,OC(M) = W.ﬁ

Enfin, on appelle axe radical des cercles C et ¢” la droite de points ayant méme puissance par
rapport 4 chacun des cercles.

Aprés avoir introduit tout ceci, ramenons-nous au cas qui nous intéresse. La droite rouge est
'axe radical des deux cercles (en effet, elle passe par leurs points d’Intersections, qui appar-
tiennent évidemment 4 I”axe radical). ¢ appartient donc & 1’axe radical, et on en déduit que

(o = )a = ) = (7' = ) ~ <)

Donc ¢ est bien le milieu de [ad'].







I’ellipse de Steiner

Florian BOUGUET

Theoréme 1

Soient A(a}, B(b) et C(c) trois points distincts non-alignés du plan affine. Si on note P =
(X — a)(X — b)(X — ¢} et wy etw; les racines de P’, alors Pellipse de foyers F, (wy) et
F5(ws) tangente en un ¢6té du triangle ABC est tangente 2 tous les c6tés en leur miliew.

Avant de démontrer le théoréme proprement dit, nous allons introduire le lemme suivant :
Lemme 1 ( de Poncelet)

Considérons une ellipse de foyers Fy, F, et un point P extérieur 4 Pellipse. Si on note T}, et
T5 les points de tangences issus de P, alors on a

(PTl,PFl) = (PFQ,PTQ)

Démonstration du lemme :

Notons opp; et opy, les symétries axiales respectives par rapport 3 (PE;) et ( P7;). Montrer que
(PTy, PFy) = (PF,, PTy) revient & montrer que p; = gpp O Opr, = Opr, © Opg, = pe. EN
effet, oy et ps sont des rotations de centre P. ..

{PTy) est tangente a Uellipse en 77, et donc, par définition, il s’agit de Ja bissectrice extérieure

de I'angle lﬁf’z, Dong, si on note F{=cpr, (F1), les points F», T} et F| sont alignés dans cet

ordre. De méme, en notant /7'=cpr,(F}), les points F, T3 et FY sont alignés dans cet ordre.

L’id€e est de calculer I'image de FY par p, et p; est la méme, 3 savoir Fj.

-~ oppy (F]) = Fj par définition de F|. opg (F1) = F: de manidre plutot évidente, et donc
pu{FY) = F

- d(Fg, Fli) = d(Fz,T1) + d(T]_, F{) = d(Fg, Tl) +d(T1, Fl) = 2a.De méme, d(Fg, F{’) = 2a.
Onadone d(Fy, FT) = d{Fy, I'). De plus, d(P, F{) = d(P, F;) = d(P, F"). Donc (PF) est
la médiatrice de [F} FY'], et donc opr, (F{) = FY. Enfin, par définition de F, opr, (F) = F.
Donc po(F'1') = Fi.




Donc /= pa.

Démonstration du théoréme :

Rappelons que les points 4, B, C, F} et F; ont pour affixes respectives a, b, ¢, wy etws, et qu’on
anoté P = (X —a)(X —b){X —c). On peut construire ellipse £ de foyers F] et F; tangente an
coté [AB]. Pour ce faire, on trace FY, symétrique de F; par rapport 3 [AB] puis T, intersection
de (AB) et (F3F]). On a alors un point de Iellipse, nécessaire et suffisant pour construire £.
Cette construction est justifiée par le théoréme de Gauss-Lucas, qui affirme que les points F: et
F% sont contenus dans I’enveloppe convexe du triangle ABC, ¢’est-3-dire le triangle ABC.

B

e T

1 K
“ T,
F F,

4

On doit maintenant montrer que £ est tangente a tous les cOtés en leurs milieux. Toute la dé-
monstration repose sur le fait que P’ peut s’ écrire de deux facons, A savoir :

P = X-aX-+{X—-—a)X -0+ (X -08(X—0¢)
= 3(X — wl)(X — f.()g)
On va montrer que [AC] est tangente 4 £. Evaluons donc P en g :
Pla) = (a—a)ia=b)+{a—a)a—c)+(a—b}a—c)=(a—b)(a—c)
(o —wr){a — we)

On a donc
a—2>b . — o
=3
& — wh a—cC

D’o, par passage aux arguments, (AB, AF}) = (AF,, AC). {AC) est done tangenie 4 £ par le
lemme de Poncelet.



En calculant £(b), on montre exactement de la méme manitre que (BC) est tangente 3 £.
On va maintenant montrer que la tangence s’effectue en les milieux des cotés, Notons I le
milieu de [AB], daffixe “T“’ Evaluons P’ en ce nombre :

PEF) = (ol -n+ (A - g (et g
_ 3(a+b_w1)(a+b_w2)
Puisque 22 — o = — (222 — ), 0na
(a+b‘a)(a+b_b):3(a+b_w1)(a+b_w2)

_}.
A nouveau, par passage aux arguments on obtient que (7 A, ﬁ) = (ﬁ , ﬁ) i est donc le
point de tangence de £ et (AB).

Encore de la méme maniére, en évaluant P’ en les milieux de [AC’] et [BC], on obtient Ia
tangence en leurs milieux respectifs.

{REMARQUE

On pourra s’interroger sur deux points importants de ce développement. Tout d’abord, le fait
que [y, T} et F7 soient alignés (seconde partie de la démonstration du lerame de Poncelet) n’est
pas tout & fait trivial. Il s’agit d’une conséquence du fait que la tangente est la bissectrice exté-

e —
rieure de F777 f5 (P écrire une fois permet de s’en ¢onvaincre).

O

De plus, le fait que [ vérifie (Ij, m) = (1?2 , I_B>) (iin de la démonstration du théoréme) n’im-
plique pas tout de suite que 7 soit le point de tangence. Cependant, cn notant T ce fameux point
de tangence sur (AB), on peut conclure rapidement par 1’absurde que T et  sont confondus.

Enfin, une des propriétés les plus intéressantes de 1"ellipse de Steiner est qu’il s’agit de I’ellipse
de volumne maximal inscrite dans son triangle. C’est loin d’étre une propriété triviale 2 mon-
trer, et il peut &tre bon d’avoir une idée de sa démonstration (qui fait appel 4 des calculs en
coordonnées barycentriques). On peut en trouver une preuve dans Mathematical Plums de R.
Honsberger (dans la partic de G.D. Chakerian appelée A Distorted View of Geometry).







