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DVPT 1 : Existence et unicité de l’ellipse de Steiner. ( djfz”j W«Mf ; ﬁ'ge )

Théoréme 1. Seit T = ABC un vrai triangle du plan affine A, et A, B, C' les milieuz
respectifs des segments [BC], [AC] et {AB]. Il eziste une unique ellipse tritangente auz points
A, B’ et C' que l'on appelle ellipse de Steiner de ABC.

Démonstration. .
Existence

Etatpe 1 : Les points 4, B et C étant non alignés, ils définissent un repére du plan affine
As. L'existence d'une ellipse répondant au probléme est évidente dans le cadre d’un triangle
équilatéral AgBgCo, le cercle inscrit au triangle répondant au probléme, on va essayer de s’y
ramener via 'action d’un élément du groupe affine GA,(R).

Etape 2 : Notons Tp = A9 ByCo un triangle équilatéral, il existe une unique bijection affine g
telle que g(Ag) = A, g(By) = B et g(Cp) = C. 1! suffit en effet de définir g par g(Ae) = A4 et
fg'){ ApBo) = AB, 7(,406'0) = AC. une application linéuire bijective étant uniquement déterminée
par envoi d’une base sur une base. Laction de g € G A»(R) va ainsi permettre d'envoyer le repére
afline { A, By, Co} sur le repére affine {A, B, C'} puis le triangle équilatéral AgBpCy sur le triangle
ABC,ie g(Ty) =T

Etape 3 : La conservation du barycentre par une application affine garantit que les milieux des
cotés de ABC sont exactement les images par g des milieux des cotés de AgByCy.

Etape 4 : L'image d'une conique par une transformation affine {application affine bijective)
étant une conique et g étant continue car affine, elle envoie le cercle C inscrit dans T qui est
une conique compacte sur une conique compacte inscrite dans T, c’est-a-dire une ellipse que I'on
note £,

Etape 5 : Enfin, g étant affine, elle est différentiable, de différentielle sa partie linéaire 7 (%)
Ainsi, g conserve lo notion de tangence ie si o est un vecteur directeur de la tangente T en
un point M de C, alors dg(M )(%) est un vecteur directeur de la tangente & 'ellipse & = g(C)
au point g(M). Par définition, C est tritangente au triangle AgBoCo aux points Ay = m[ByCy],
B}, = m|A{CY) et Cf = m[AoBo}, on a donc :
’ N .v TR ? N
o Dy = (AgBp) est tangente 4 € en G = T{(AgBy) = AB et {AB) est tangente & £ en

9(Ch) =

o Dy = (AgCp) est tangente a C en By = T (ACo) = AC et (AC) est tangente & £ en
9(Bg) = B

e D3 = (ByChy) est tangente & C en Ay = 7 BOGO} = BC et t (BC) est tangente a £ en
g{Ay) = A

Finalanent, & est une ellipse tritangente & T oaux puitds A% 877

Unicité
Méthode : d'aprés la partie existence, via la transformation affine g € GA»(R), il suffit de dé-
montrer l'existence d*une unique ellipse répondant au probléme, lorsque le triangle est equilatéral.

Etape 1 :
Objectif 1 : soit £ une ellipse du plan affine A, exhibons une symétrie laissant invariante £.

Soient A; et A, deux points distincts de &€ et Ty, Ty les tangentes & £ en ces points. On note
également | le point d'intersection de T) et T3 et J le milieu de [A1, A2], notre objectif est alors
de prouver que £ est invariante par la symétrie par rapport a (1J) parallélement a (A As).
Pour ce faire, introduisons quelques notations. On note s la symétrie par vapport & (/J) parallé-
Jement & {A;Ag) et o I'affinité orthogonale de base (FF') de rapport a/b ol F, F' sont les foyers
de £ et b, @ les longueurs respectivement du petit axe et du grand axe de £. Enfin, on note s’ e ¢’ la
symétrie par rapport & (o(I}o(J)) parallellement a {a(A))o(A2)) = {B1Bs).

Propriétés : a(€) = C est le cercle de rayon a centré en 0, le centre de Pellipse. Comme o
est une transformation affine, d’aprés la partie existence, elle préserve la tangence et on a aussi
o(T1) est tangente & C en By = o(A;) et o(T%) est tangente & C en By = o(Ay).




& = el othamonsta dabon S # dnsgad %‘
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But : montrons qu'il suffit de prouver s'(C) = C, pour avoir s{€) = £. En effet, on a:
() =C = s{c(&)) =a(f) =07 o 0a(f) =£.

Alors prouver que s(€) = £, revient & montrer que g los'og = set !, Jet Ay étant trois poinis
non alignés, et formant un repére affine, il suffit de prouver que o~ ! o ¢’ oo et s coincident en

ses 3 points. Or s'(o(1)) = o(I}) = o~ o8’ oo (I} = I = s(I) par définition de s,3' et de méme,
o1 o oo(J) = s(J). Enfin, par conservation du barycentre par une application affine, on a :

o(J) = mlo(Ay)o(Az)] = §'(0(A1)) = o(Ay) = 0o & oo(Ar) = Az = s(Ay).

But : montrons donc s{(&) = £ pour € = C(O, R) le cercle de centre O et de rayon R. Soient
Ay # Ay € E et Ty, T» les tangentes & & en ces points et J =T NT, I =m[A; A}

0A,J et OA3J sont rectangles en Ay, Az avec QA = OA; = I. Par le théoréme de Pythagore
JA, = JA; et les points O, I, J sont alignés car sont sur (1.J) :1a médiatrice du segment [A1A2).
Ainsi, ¢ est la réflexion d’axe (IJ). Comme s est une isoméirie, s envoie le cerlee & de rayon R
et de centre O sur le cercle de rayon R et de centre s(0) = O car O € (IJ). D'ou s(C) = C.

Etape 2 : montrons que le cercle inscrit C est la seule ellipse répondant au probléme posé dans
le cas d’un triangle équilatéral ABC.

& {Ber) # (a)
I 2 ) LA a' whigatt
e 8 . {AA'} A {f_bf.}
£ ™/ . :
/ \ f;x[ A :
/N .
£ o L TNy
B ’ o A

Raisonnons par I'absurde et considérons £ est une autre ellipse répondant au probléme.
Méthode : on va prouver Je résultat en montrant que £ admet 3 axes de symétries, donc
est un cercle, ce qui donnera Vunicité par unicité du cercle inscrit d’un triangle. On a alors
naturellement (AC) est tangente a £ en B, (AB) est tangente a & en C” et (ABYN(AC) = Cet
soit T = m{B'C’]. Par le théoréme de la droite des milieux avec ABC égunilatéral, on en déduit
que : A, I et A’ sont alignés sur la médiatrice du segment [BC]. Aimsi, a symétrie par rapport
& (AI) = (AA") parallélement & (B'C'}//(BCY est exactement la réflexion d’axe (AA’). Daprés
Pétape 2 on en déduit : s(4an(E) = € == (AA’) est un axe de symétrie de l'ellipse. On trouve
de méme que (BB') et (CC") sont des axes de symétries de I'ellipse. Dot le résultat.




Conclusion : soit T = ABC quelconque, et Ty = AgBoCp un triangle équilatéral, 1] existe une
unique transformation affine ¢ € GA2(R) telle que g(7) = To. D'aprés Ja partie existence, il
existe une ellipse tritangente aux milieux des cotés de ABC que I'on note £. Alors, g(&) est une
ellipse inserite dans le triangle equilatéral Ay By Cy tritangente aux milieux de ces cotés et d’aprés
ce qu'on a vu précédemment g(&) est nécessairement le cercle inscrit C du $riangle AgBCh et :

£ = g }(C) est définie de maniére unique.

Dr’ou Funicité de Vellipse de Steiner. O

Corollaire 1. L'ellipse de Steiner de T = ABC est un cercle <== T est équilatérel.

Démonstration. 2 == 1 a déjd é& montré. Montrons done 1 = et commengons par prouver
que le centre de symétrie de I'ellipse de Steiner est aussi le centre de gravité du triangle ABC.
Par ce qui précéde, le centre de l'ellipse de Steiner G est envoye par I'application affine g sur
le centre Gy du cercle C inscrit dans le triangle équilatéral AgBoCo (une transformation affine
envoie un centre de symétrie sur un centre de symétrie). Or Gy est Visobarycenire des sommets
Ay, By et Cy de AgBoCo, par conservation du barycentre par une application affine, le centre de
Pellipse de Steiner vérifie donc que G est P'isobarycentre de A,B et C, soit :

G est le cenire de gravité de ABC.

Supposons donc que Dellipse de Steiner de ABC' soit un cercle que V’on note C. Le centre de
lellipse de steiner est d’aprés ce qui précéde le centre de gravité du triangle ABC, or (BC') étant
tangente 4 C en A’ = m[BC]on a:

(A'G)L(BC) avec G € (AA').

On en déduit donc que (A’A) est la médiatrice de [BC] et donc par le théoréme de Pythagore
que AB = AC. On montre de méme que BC = AB soit AB = AC = BC = ABC est

équilatéral. O

Explications supplémentaires : {¥) Notamt {(). /. JY Te repere orthonornice canonigue de K°
on o= (J},O—J)) est la Lasc canonigue de R?, on a

g(0) = Mg = {20, %0) €t Mat. g = (g cbl) € GLy(R)

goit en termes de coordonnées :

glz,y) = (gg) + (ﬁ 2) (2) = dg(zy) (k) = (g 2) (2)

et donc pour tout M € Aq, dg{M) : (ﬁ — ?(07}),
Rappel 1. Une ellipse ayant au moins 3 azes de symétries distincts est un cercle.

Références :
s Caldero et Germeoni. Pour la partie existence.
¢ Correction du Capes de 1990 pour la partie unicité. Dany Jack Mercier. __s iafriu m],é a {L BuU
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Le groupe circulaire

Florian BOUGUET

{ ﬁ‘jr'ej Mamle )
Référence : M. Audin, Géométrie

On voit ic la droite projective complexe P! (C) comme le plan complexe muni d"un point &
P’infini, que 1’on notera oo pour ée un peu original.

Theoréme 1

Notons G le groupe engendré par les homographies et la conjugaison complexe. GG est exac-

tement P’ensemble des bijections de P*(C) sur Iui-méme préservant I'cnsemble des cercles
ou droites (c’est-a-dire envoyant un cercle ou une droite sur un cercle ou une droite).

Preuve du théoréme :

On va procéder par double inclusion, et un sens est trivial. En effet, on sait que les homographies
sont des bijections de P*(C) sur lui-méme. D’ autre part, puisqu’elles préservent le birapport (et
puisque le birapport de guatre points est réel si, et seulement si, ils sont alignés ou cocycliques)
clles préservent I'ensemble des cercles ou droites. Enfin, Ia conjugaison complexe est une symé-
trie toute béte par rapport 3 R, et envoie donc un cercle sur un cercle et une droite sur une droite.

Considérons ¢ une bijection de P'(C) sur lui-méme préservant I’ensemble des cercles ou
droites. Rappelons qu’ tout conple de triplets de points de PY(C) correspond une homogra-
phie envoyant le premier sur le second. Donc, quitte 4 composer ¢ par une homographie {(ce
qui ne modifie I’appartenance ou la non-apparienance 4 (3), on peut supposer que @(0) = 0,
©(1) = 1 et p{oo) = oo. Ceite troisieme condition sur ¢ implique inunédiatement que
conserve les cercles ou les droites, mais séparément cette fois-ci !

(o préserve les divisions harmoniques
On va monirer que { conserve les divisions harmoniques. Rappelons que a., b, c et d sont en
division harmonique si [a, b, ¢, d] = —1. Un cas particulier trés utile par la suite est que

a+b
2

[a,b,c,00] = —1>c=

Cette partie du développement fait appe} au lemme suivant :
Lemme 1
Soient a,b,c € C distincts. La construction de I'unigue point d € P(C) tel que a, b, cetd

soient en division harmonique se fait uniquement en matiére d’intersection et de tangence de
droites et de cercles.

Une fois ce lemme prouvé, la conclusion est quasiment immédiate. En effet, ¢ préserve la tan-
gence et I'intersection par injectivité, et préserve les cercles ou les droites. Donc ¢ préservera




la situation des points a, b, c et d et donc le fait qu’ils soient en division harmonique.

Preuve du lemme :

On se donne donc trois points a,b, ¢ € C distincts. Deux cas se posent : les points sont alignés
ou cocycliques. Nous donnerons a chaque fois la méthode de construction du point d, que nous
justifierons ensuite.

Cas des points cocycliques
Construction :

Considérons le point m issu des tangentes & a et b (qui peut éventuellement €tre €gal a oo si les
tangentes sont paralldles). La seconde intersection de la droite (mc) avec le cercle est d.

Justification : On envoie d a Uinfini par une homographie

La droite rouge devient I’axe radical des deux cercles, et coupe donc [ab] en son milieu, c.
Donc {a, b, ¢,d] = —1, et on peut conclure par conservation du birapport par les homographies
(si comme 99% des étudiants de M2 vous n’avez jamais entendu parler d’axe radical ou de
puissance par rapport A un cercle, allez jeter un oeil aux remarques). Si m = 00, alors la droite
rouge devient Ia tangente commune aux deux cercles, et est encore leur axe radical.




Cas des points alignés
Construction :

On choisit un point m en dehors de la droite (ab), et on trace une droite issue de ¢ coupant
[am] et [bm). On peut alors tracer la droite (mn), ol m est le centre du quadrilatere qu’on vient
d’obtenir. (mmn) coupe (ab) en d.

Justification 1 : On envoie (mc) & Uinfini par une homographie

Cette justification, bien que plus intuitive et plus rapide, utilise malheureusement des notions de
plan projectif et d’homographies en dimension supérieure, qui ne sont plus au programme (du
moins en 2012) et risque donc de vous entrainer sur un terrain glissant. En effet, la justification
se fait dans P2(R).. Bref, #’ devient le centre d’un paraliélogramme, et la droite rouge coupe
donc [¢/} en son milieu. On a alors que o/, ¥, ¢/, d] = [, b, d,d} = [d,V,d 00} 7} = —1,
et on peut alors conclure & nouveau par conservation du birapport.

Justification 2
On se place en coordonnées barycentriques dans le systéme (a,b, m). Rappelons que toutes
les coordonnées sont définies A constanie multiplicative non-nulle prés. Sin = («, 3, f+), ot
o, 3, mu sont tous non-nuls, alors on a immédiatement p = (0,0,),¢ = (0,8,u)d =
(at, 8,0) car ils appartiennent chacun 2 un c6té du triangle.
p,q et ¢ sont alignés, donc IA € Rtelque ¢ =p+ Mg = (a, A, (1 + A)u). Puisque a,bet ¢
sont aussi alignés, (14 A)u = 0 donc c= (o, —5,0).
Donc

a —b
R

O




Donc|a, b, ¢, d] = —

( est un automorphisme de corps

Grice & la conservation des divisions harmoniques, on va montrer que (¢ est un automorphisme
de corps. Considérons a, b € C. ¢ conserve les divisions harmonigues donc les milieux.

2 2
_ @(W+®+0):¢W+@+¢@)“wm+®

@(a+b) p(a) + o(b)

2 2 )
Donc p(a + b) = p(a) + p(b). On en déduit gue

pla— a) = p(a) +p(—a) = p(0) =0
Done p{—a) = —p(a).

Va € C\{0, 1}, remarquons que

14-a 1+a
2 _ 1-a _ i-a __
[@,—a,a®, 1] = e =i =1
al—a i-a

Les points a, —a, a? et 1 étant en division harmonique, on a

[a, —a, az? 1] = [p(a), p(—a), (,0((12), ()] = lpla), —pla), go(a‘?), 1
= [p(a), —pla), 1, p(a®)} = 1
Cette relation étant vraie pour tout complexe différent de O et 1, elle reste vraie pour p(a) si
a = 0ou 1. Donc

[(,0((1-), _QD(G’): {10(0')25 1] = [(P(U’)s ""(P(a’): 19 (Jo(a’)z] =1
= [pla), —pla), 1, p(a”)]

Par unicité du birapport, on conclut que ((a?)=¢(a)? (ce résultat reste vrai si e = 0 ou 1)

. 2 _
Pour finir, remarquons que ab = (%5’) — (“2 ) Donc

olat) — @((“;”)2—( ;’)2)
“‘5)2 ()
) ))

‘G

Il
/"'”‘\
’s":?
E“/N+ b
}i
=
\___/
/‘\
E
E,
ﬁ
_——
=
\__*,/




ip)c est donc un automorphisme de corps.

Puisque p(R) = R, g est Pidentité. p(7)? = —1 et p(a + ib) = a + (i)b. Donc (i) = £1.
Donc gic = Idouz— z.Doncy € G, CQFD.

LB ERE R TF £ -

' REMARQUE |
Dans la démonstration du cas cocyclique du lemume, il fant montrer que ¢, point d’intersection

de 1a droite rouge et de (a'?), est milien de [@'D]. ]I ne s’agit pas d'un fait trivial, et la facon la
plus élégante (et élémentaire) de le démontrer consiste & introduire la notion de puissance par

rapport & un cercle.

C

On appelle puissance de M par rapport au cercle C' la quantité
po(M) =O0M? —r*

I est évident que C est exactement I'ensemble des points de puissance nulle par rapport a
lui-méme. De plus, un petit calcul vectoriel donne anssi gue

—3
po(M) = MPMP

Enfin, on appelle axe radical des cercles C et C’ la droite de points ayant méme puissance par
rapport & chacun des cercles.

Aprds avoir introduit tout ceci, ramenons-nous au cas qui nous intéresse. La droite rouge est

’axe radical des deux cercles (en effet, elle passe par leurs points d’intersections, qui appar-

tiennent évidemment A 1’axe radical). ¢ appartient donc 2 I’axe radical, et on en déduit que
(@~ ) =)= ' =)F )

Donc ¢ est bien le milieu de [a'b].




