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DVPT 1 : Existence et unicité de 'ellipse de Steiner.

Théoréme 1. Soit T = ABC un vrai triangle du plan affine Ag et A', B!, C' les milieuz
respectifs des segments [BC)|, [AC] et [AB]. Il eziste une unique ellipse tritangente auz poinis
AlLB' et C' que Uon appelle ellipse de Steiner de ABC.

Démonstration, :

Existence

Etatpe 1: Les points A, B et C étant non alignés, ils définissent un repére du plan affine
Ag. Llexistence d’une ellipse répondant au probléme est évidente dans le cadre d’un iriangle
équilatéral AgBoCo, le cercle inserit au triangle répondant au probléme, on va essayer de s'y
ramener via Paction d'un élément du groupe affine GAs(R).

Etape 2 : Notons Tp == AgBoCy un triangle équilatéral, il existe une unique bijection affine g
telleqmg g(Ap) = A’Jﬂo) = B et g{Cp) = C 11 e.z;uﬂi?; en‘{.affeils de définir g par g(Ag) = A et
?(AOBD) = E, ?(AQGQ) = A?', une application linéaire bijective étant uniquement déterminée
par Venvoi d’une base sur une base. L’action de g € G A3(R) va ainsi permettre d’envoyer le repére
affine { Aq, Bp, Co} sur le repére affine {A, B, C} puis le triangle équilatéral AgBoCo sur le triangle
ABC,ie g(Tp) =T.

Etape 3 : La conservation du barycentre par une application affine garantit que les milieux des
cbtés de ABC sont exactement les images par g des milieux des cétés de AgBoCh.

Btape 4 : L'image d'une conique par une transformation affine (application affine bijective)
étant une conique et g étant continue car affine, elle envoie le cercle € inscrit dans T qui est
une conique compacte sur une conique compacte inscrite dans T, c'est-a-dire une ellipse que l’on
note £.

Etape 5 : Enfin, g étant affine, elle est différentiable, de différentielle sa partie linéaire & (*).
Ainsi, g conserve la notion de tangence ie si W est un vecteur directeur de la tangente T en
un point M de C, alors dg{M }(®) est un vecteur directeur de la tangente & lellipse & = g(C)
au point g(M). Par définition, C est tritangente au triangle AgBoCy aux points A} = m{BoCo),
Bl = mlALCh) et C§ = m[AeBy], on a done :
N 7l -5 _ ?
o D) = (ApBy) est tangente & C en Gy == d(AoBy) = AB et (AB) est tangente & £ en

9(Cy) = C".
—
o Dy = (A4gCh) est tangente a C en By == d (49Co) = AC o {AC) est tangente & £ en
9(By) = B’
o D3 = (ByCo) est tangente & C en Ay —% T(BoCo) = BO et {BC) est tangente & £ en
g(4p) = A’
Finalement, £ est une ellipse tritangente & 7" aux points A’, B.C.

Unicité

Méthode : d’aprés la partie existence, via la transformation affine g € GAx(R), il suffit de dé-
montrer Pexistence d’une unique ellipse répondant au probléme, lorsque le triangle est equilatéral.

Etape 1
Objectif 1 : soit £ une ellipse du plan affine Ag, exhibons une symétrie laissant invariante £.

Soient A; et As deux points distincts de £ et T3, T3 les tangentes 4 £ en ces points. On note
également I le point d'intersection de T et Tz et J le milieu de [Ay1, Az], notre objectif est alors
de prouver que & est invariante par la symétrie par rapport 4 (1J) paralitlement & (A1 Ag).
Pour ce faire, introduisons quelques notations. On note s la symétrie par rapport & (1J) parallé-
lement & (A3 Ag) et o Vaffinité orthogonale de base (FF") de rapport a/b od F, F' sont les foyers
de £ et b, a les longueurs respectivement du petit axe et du grand axe de £. Enfin, on note 5’ la
symétrie par rapport & (o(I)o(J)) paralléllement & (a{A1)o(As)) = (B1B2).

Propriétés : o(€) = C est le cercle de rayon a centré en 0, le centre de l'ellipse. Comme o
est une transformation affine, d’aprés la partie existence, elle préserve la tangence et on a aussi
o(T}) est tangente & C en By = (A} et a(T3) est tangente & C en By = o(Az).
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But : montrons qu’il suffit de prouver ¢/(C) = C, pour aveir s(£) = €. En effet, on a :
S{0)=C= §'(0(f)) =a{f) = o705 00(£) = E.

Alors prouver que $(£) = &, revient 4 montrer que g tog'oo =setl,J et Ag &tant trois points
non alignés, et formant un repére affine, il suffit de prouver que o108 oo et s coincident en
ses 3 points. Or o' (o(I)) = o(I) = 07! 08’ 00(I) = I = (I} par définition de 8,8’ et de méme,
oo oo(J) = s(J). Enfin, par conservation du barycentre par une application affine, on a :

o(J) = mlo{Ar)o(Az)] => s'(0(A1)) = o(As) = o los oold;) = Ay = s(Ar).

But : montrons donc s(€) = & pour & = C{O, R) le cercle de centre O et de rayon R. Soient
Ay # Ag € £ et Th, T3 les tangentes & £ en ces points et J=TiNnT, I = m[A14s].

OA;J et OAgJ sont rectangles en Ay, Ag avec OA;, = OAs = R, Par le théoréme de Pythagore
JA; = JAq et les points O, I, J sont alignés car sont sur (1J} : la médiatrice du segment [Ay 4g).
Ainsi, 5 est la réflexion d’axe (IJ). Comme s est une isométrie, envoie le cerlce £ de rayon R
et de centre O sur le cercle de rayon R et de centre s{0) = O car O € (IJ}. D'oit s(C) = C.

Etape 2 : montrons que le cercle inscrit C est la seule ellipse répondant au probléme posé dans
ie cas d’un triangle équilatéral ABC.

@} ()
A T A A s
o (ML

3 x4 A

Raisonnons par I’absurde et considérons £ est une autre ellipse répondant au probléme.
Méthode : on va prouver le résultat en montrant que £ admet 3 axes de symétries, donc
est un cercle, ce qui donnera V'unicité par unicité du cercle inscrit d'un triangle. Ou a alors
naturellement (AC) est tangente & £ en B’, (AB) est tangente & £ en C' et (AB)N{AC)=C et
soit I = m[B’'C’]. Par le théoréme de la droite des milieux avec ABC équilatéral, on en déduit
que : A,1 et A’ sont alignés sur la médiatrice du segment [BC). Ainsi, la symétrie par rapport
4 (AI) = (AA') parallélement & (B'C’)//(BC) est exactement la réflexion d’axe (AA'). D’aprés
Pétape 2 on en déduit : s(aan(€) = € == (AA’) est un axe de symétrie de Pellipse. On trouve
de méme que (BB'} et (CC') sont des axes de symétries de Dellipse. D’'ou le résultat.




Conclusion : soit 7' = ABC quelconque, et Ty = AgBoCh un triangle équilatéral. Il existe une
unique transformation affine g € GAz(R) telle que g(T) = Tp. D’aprés la partie existence, il
existe une ellipse tritangente aux milieux des ¢dlés de ABC que l'on note £. Alors, g(£) est une
ellipse inscrite dans le triangle equilatéral AgByCl tritangente aux milieux de ces cotés et d’aprés
ce qu'on a vu précédemment g(£) est nécessairement le cercle inscrit € du triangle ApBoCh et ¢

&€ = g7 (C) est définie de maniére unique.

D’ott Punicité de Vellipse de Steiner. [

Corollaire 1. L’ellipse de Steiner de T'= ABC est un cercle <> T est éguilatéral.

Démonstration. 2 = 1 a déja été montré. Montrons donec 1 == et commencons par prouver
que le centre de symétrie de I'ellipse de Steiner est aussi le centre de gravité du triangle ABC.
Par ce qui précéde, le centre de Vellipse de Steiner G est envoyé par Papplication affine g sur
Ie centre Gg du cercle C inscrit dans le triangle équilatéral AgByCy (une transformation affine
envoie un centre de symétrie sur un centre de symétrie}). Or G est I'isobarycentre des sommets
Ag, By et Co de AgBoCy, par conservation du barycentre par une application affine, le centre de
Pellipse de Steiner vérifie donc que G est Visobarycentre de A,B et C, soit :

@ est le centre de gravité de ABC.

Supposons donc que Dellipse de Steiner de ABC soit un cercle que I'on note C. Le centre de
Pellipse de steiner est d’aprés ce qui précéde le centre de gravité du triangle ABC, or (BC) étant
tangente 4 C en A’ = m[BC] on a:

(A'GYL(BC) avee G € (AA").
On en déduit done que {A’A) est la médiatrice de [BC] et done par le théoréme de Pythagore
que AB = AC. On montre de méme que BC = AB soit AB = AC = BC = ABC est
équilatéral, 0

Explications supplémentaires : (x) Notant (0,1, J) le repére orthonormée canonique de R?
o e = (OF,0J) est 1a base canonique de R?, on a :

9(0) = Mo = (20,90 et Mat: g = (2 g) ¢ GLa(R)

soit en termes de coordonnées :

olz,y) = (zg) + (‘;‘ 3) G:) = dg(z4) (b, k} = (ﬁj f;) (;Z)

et donc pour tout M € Az, dg(M) : OH —» ?((TI})

Rappel 1. Une ellipse ayant au moins 3 azes de syméiries distincts est un cercle.

Références
¢ Caldero et Germoni. Pour la partie existence.
o Correction du Capes de 1990 pour la partie unicité. Dany Jack Mercier,




(Groupes paveurs

Références ¢ Berger, Géoméirie 1, p33
Cours de Madame Dal’Bo sur les pavages

Legons : 161, 190

On ge .d__‘(jﬁné P un compact connexedeR2
. “alors-G. €at"un groipe paveér si il vérifie ]
S UQI(P)=R2 RS

o b e gk

s

Le but ici est d’étudier les groupes paveurs du plan et de montrer qu'il n'y en a que 5 4 conjugaison dans
Is*(R?) prés.!

On rappelle que Is (B?) = R? % SO2(R) (isomorphisme de groupe) via P'application A (‘;) +b > (b, A).

On note T l'ensemble des translations (les isométries de partie linéaire mulle) de Ist(R?).

Soit I' = T'~ G, alors I est un réseau de R?, cest & dire qu'il existe une base (i, %) de R? telle que
I' = tzup 49 ' ' ' ' :

Démeonstration. » Si I' = {id}, alors G ne contient que des rotations de centre 0. Donc si P < B{0, M), alors
VYg € ¢, gP < B(0,M). Donc l'axiome premier des groupes paveurs n’est pas respecté.

¢ Soit ¢z € T, supposons maintenant que Vig € I, N = Al
Soit r & G\ T, alors rigr™? = g € I'. Done (&) = A, donc r est un demi-tour autour de 0.

On en déduit gue si P est inclus dans une bande passant par 0 dirigé par une droite D, alors Vg € I, gP est
toujours inclus dans cette bande, ce qui contredit Paxiome 1.

A

—» A partir d'ici, tout est & apprendre par cosur.

v Soit @ = inf{[l@], tw € T ~ {£g}), soit (a)n une suite de vecteurs telle que t,5; € I~ {5} et qui converge
vers cet infimum. A partir d'un certain rang, elle est comprise dans une boule B(0, o +¢), donc quitte & extraire

une sous-suite, on peut supposer que (W@ )n converge (vers 7).
On pose g = bwy -, O1 8 VT, 9n (2) = way1 — Wy + @ — T done gn — {d simplement. En particulier, pour

n grand, gn(P)Y 0 P + @, donc gy est stationnaire & V'identité. Donc wf, est stationnaire & U. Donc e I et

ol = .
1l reste cependant le cas ol & = 0. On voit que si c'est le cas, le deuxidme axiome n’est pas vérifié pour une

translation trop faible.

« On pose 1 le vecteur réalisant I'infimum. Puis on pose 7o tel que || = inf{[j7]|, & non colinéaire & tip, t €
I'}. Ce vecteur existe par les mémes arguments qu’su dessus.

1. Attention, il peut y avoir une infinité de pavés différents, c’est juste la manidre de recouvrir le plan avec qui va changer!

Adrien LAURENT i NS Rennes - Université de Rennes 1



Soit tg € (0, montrons que 15 € Ziy + Zafy. On a déja @ = ap + by avec a,b € R. Par translation, on peut
supposer a,be [0,1[.

— Sia=b=0, c’est bon.

— 8ia=0et b0, @] < |5}, ce qui contredit la minimalité de [[03]. C'est donc absurde.

- Il en va de méme pour lecas a # 0 et b = 0.

— Si & et b sont non-nuls, alors

lwl® < a? i) + b* 53]} + 2ab|(d, %))
< a® Jup) + b® 5] -+ 2ab b 9] (car o et 5 ne sont pas colinéaires)
< (a® + b + 2ab) |G}’ == (o + b)* |55)*

On en déduit jw| < {a -+ b) 1}, donc a + b > 1. ‘
B refaisant le méme travail avec w’ = (1 —ayip + (1 — b)vp, on trouve a+b < 1, ce qui donne une contradiction

et implique donc que w = 0.

I" est donc bien un réseau. ]

Pour G.& I$+_(]!§2)',:i1 n’y é-qﬁ_e 5 ;Savag.o_,'s da plan..

On rappelle que deux groupes paveurs (71 et G2 sont équivelents si ils sont conjugués dans I st (R?).2

Démonstration. On appelle L Papplication qui & un déplacement de (3 associe sa partie linéaire dans SO2(R).
Soit g € G, et B == (1ip, V) la base (pas forcément orthonormée) de R? associée au résean I,

Ll PR
On observe { L(g)(uo) Matio + 10 avec n1, Nz, My, My € Z.

(9)(W0) notp + math
D'ot, Lg) = (::111 :;:22) dans la base B. On en déduit Tr(L{g)} = 2cos(f} € Z.
On en déduit la disjonction des cas suivante :

—» goit cos(d) = —1 et L(g) = —id,

— goit cos(#) = ﬁ—% et L{g) = Rz,

— soit cos(f) = (iet L(g} = Rz,

—» 50it cos{f) = 5 e L{g) = R,

—+ soit cos(f) =1 et L(g) = id.

On a alors L(G) =< A > cyclique avec R rotation parmi celles citées ci-dessus.
En effet, on & L(G) = SO2(R) abélien, et si on compose bien deux des rotations du dessus, on obtient des

rotations interdites. Par exemple, Rz Rz = Rgg; est banni.

On a ainsi b types de groupes différents. ]

Pour finir, on dessine les 5 types de pavages que voici (image prise dans Berger, Géométrie).

2. Dans le Audin, il est dit & ce sujet : si 7 est un élément d’un groupe de transformations G, son conjugué par un élément de
@ est un élément de méme nature géométrique que 7, et les éléments définissants cette nature sont, pour le conjugué de r par ¢
les images de ceux de 1 par ¢.
Par exemple, gotzod ™t = *‘é’(a)‘

Adrien LAURENT 2 IENS Rennes - Université de Rennes 1
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Remarques ; ¢ Sion définit le groupe paveur conrme un sous groupe de ! s(Rz), on a alors 17 groupes paveurs
possibles. La premiére démonstration de ce fait a &té trouvéde 4 Saint-Petersbourg en 1891 par Bvgrafl Stepa-
novitch Fedorov {& ne pas confondre avec Stépane Arkadiévitch Oblonski). On peut trouver des précisions trés
claires et passionnantes sur le site de Thérése Eveilleau : nttp://therese.eveilleau.pagesperso-orange.

fr/pages/jeux_mat/textes/pavage_17_types.htm
« Le palais de ’Alhambra & Grenade est rempli de pavages différents. Il contient 13 des pavages périodiques du

plan.

« Il 0’y a pas que des pavages périodiques! Méme si il est assez difficile de s'imaginer un pavage apériodique,
ils existent! On peut citer les pavages de Penrose notamment.

s En cristallographie, on étudie les symétries dans les cristaux avec la déviation de faisceaux lumineux par dif-
fraction. On trouve ainsi des "mailles élémentaires’ (notre pavé) et des "groupes d’espace' qui sont exactement
ros groupes paveurs (mais en dimension 3). On peut montrer qu’il y a 230 types de groupes d’espace.

¢ Si on a un groupe paveur G opérant sans point fixe, on peut montrer que X = R?/G est une variété différen-
tielle. Pour L{G) =< id >, ona G = 72 ot on trouve X = R?/Z? le tore. On peut aussi trouver la bouteille de

Klein pour un pavage gue hous n'avons pas étudié ici.

Adrien LAURENT 3 NS Rennes - Université de Rennes 1



