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Théoréme de Riesz-Fischer

Isaline AUBERT et Ninon FETIQUE

Référence : Brezis, Analyse fonctionnelle, pb7.

Théoréme 1.}

Soit O un ouvert de R?, d > 1, p € 1, 400
LP(£2) est un espace de Banach.

Démonstration. - Casp=+0:
Soit (fy)n une suite de Cauchy dans L,

szl,aNkZO,VTEENInVQZ(L I|f71+q fnlfm_z

Par définition de la norme infinie, on a alors :

1

Yk = 133]\];: z O]Vn > Nk:V(I = G: BEk,n,q nég]igea.ble 1V‘T € Q\Ek,n,m |fﬂ+q(a})gfﬂ($)| < 'j;" (*)

Soil maintenant £ = U FEj , ..  est également de mesure nuile en tant qu'union dénom-
.=72,q

brable d’ensembles négligeables. Et pour tout  dans QN F, la suite (f,(2)), est alors de

Cauchy dans B, qui est complet. Elle est donc convergente vers un réel f(z).

En faisant tendre ¢ vers U'infini dans (%) on obtient :

Vi > 1,3N; > 0,Yn 2 Ni,Vz € O\E, | f(z) = fulz) <

T | -

On en déduit donc que f € L™ et que f, Ms f
n—+00

- Casp < oo
Soit (fx)n une suite de Cauchy dans LP.
Comme toute suite de Cauchy admettant une valeur d’adhérence est convergente, nous
allons montrer que (fn). posséde une sous-suite qui converge.
Comme {f,)n est de Cauchy, il existe une extractrice ¢ telle que :

Vnz 1, ||f(p(n+])(‘ z) - f@(n} 'L)” = 2n

Posons alors, pour n.> 1, gn 1 & +— 3 5y "fso(kﬂ)(fﬂ) - f@(k)(m)”.
Pour tout n > 1, g, € L car g,, est sommne de fonctions dans L.

1 X1
llgnll Z [ foterr) = Fopmll, < ZT D=
k=1

k=1



Ainsi (gn ), est une suite de L? croissante et majorée dans LP. Par le théoréme de conver-
gence monotone on en déduit qu’il existe g € L7 telle que g, (x) v g(z) pp.

Alors pour presque tout @ dans £, pour tout n,¢ > 0,
q
|Fotnta) (@) = Fomy @] =1 fotntiy (@) = Fotnin—1)(@)]
k=i

g
< Z §f¢(n+k)(m) - f(,o(n+k—1)(a7)|
k=1

La majoration étant indépendante de ¢, on en déduit que pour presque toul 2 dans £, la
suite {f,p(n))n est de Cauchy dans R, donc convergente vers un réel f(z).

En faisant tendre g vers infini dans I'inégalité précédente, on trouve que pour presque
tout =, pour tout n > 0

| f{z) ~ f:p(n)(m)l < g(m) — gn-1(z) < Q(T)

Donc f € LP, car g et fyn) sont dans LP.
1l reste & montrer que la convergence de f, () vers f a bien lieu dans 27.

— —

~{ Corollaire 1.} N : S

Soient (f)n une suite de LP et f € LP telles que f, nﬂ;—é}o I
Alors il existe une suite extraite (fy(n))n telle que :

- hfzp(n)(m) 7520 f(m) pp

— fpiny (#)] < h(x) pour tout n et pp, avec b € LP.

Démonstration. — Casp=too:
La suite {f,), converge donc est de Cauchy. On a montré qu'il existe f* € L* telle que

folz) — (@) ppet fu L f*. On a done f* = f, d’olt le premier point.
Pour la majoration, la fonction h = |f| + 1 € L* convient.
Dans L* le résultat est donc plus fort puisqu’on a le résultat pour la suite entiére.
- Casp<oo:
De méme (fn)n est de Cauchy donc convergente, On a montré qu’il existe une extractrice
p et f* € L telles que fum) — (%) DP et fom) ﬁ—"# f*. Donc f = f* et on a le premier
point.
De plus, |fo(m)(@)] < |f ()} + lg(x)| avec |f1-+{g| € L7.
O



Densité des fonctions continues nulle part
dérivables
Isaline AUBERT et Ninon FETIQUE

Référence : Zuily-Queflelec, Analyse pour l'agrégation, p270.

(Phdorame 11
Théoréme 1. 1

L'ensemble 4 des fonctions continues sur [0,1] qui ne sont dérivables en aucun point
de [0,1] est dense dans C = (C{[0,1], R}, ||} -

Démonstration. Pour montrer le résultat, il suffit de montrer que A contient une intersection
dénombrable d’ouverts dense. En effet, C étant complet {en tant que fermé de I'espace des fonc-
tions bornées de [0, 1] dans R, qui lui est complet, par exemple), alors le lemme de Baire nous

assurera que A est dense dans €.
Pour cela nous allons raisonner sur I'ensemble B = A€ des fonctions de C qui sont dérivables en
au moins un point de [0, 1}, et montrer que B est inclus dans une union dénombrable de fermés

d’intérieur vide.

Posons F,, = {f ¢ C/3z € [0,1],Vy € [0,1),1f (w) — f(&}|< nle —y|}.
e« BC Uﬁil Fy

Soit f € B. Alors il existe 2g € [0,1] tel que f est dérivable en aq.
L'intervalle [0, 1] étant compact, et la fonction fo définie par fo{y) = &’g—z_ﬁx—“l siy # xg et
folzo) = f (o) étant continue, on en déduit qu’il existe n € N* tel que pour tout y dans [0, 1],
}f{y)—ﬂwol ’ <.

y—zo | =

Ainsi f € F,.
o I, est fermé ;

Soit (fi) une suite de F,, qui converge vers une fonction f dans €. On cherche & montrer
que [ appartient aF;.
Par définition de F,, on a ;

vk € N, 3z, € 10,1], vy € [0, 1), [fuler) — o)< nlox — yl. (1)

La suite (my )i étant & valeurs dans le compact {0, 1], on peut en extraire une sous-suite, que 'on
notera encore ()z, convergeant vers xg € {0,1].



Nous allons monter que pour tout ¥ € [0,1] on a fi{y) — fr(zk) 2 F{¥) = f(xo). On aura alors
—r OO
montrer que f appartient & F}, (en passant 4 la limite dans (%)), et donc que cet ensemble est
fermé.
Comme (f ) converge vers f dans C, on a alors fi(y) — f(y).
De plus,
Hilew) — Flzo)| < |fslm) — flaa)|+Hf () — flxd)l

< |\ fi = flloot[flzr) — f (o)l

— 0

k— oo

car (fi)r converge vers f dans C, et done f est continue.

On a donc finalement montré que F,, est fermé.

e I, est d’intérieur vide :

Soit f € F,,. On veut montrer que toute boule ouverte B{f, €} rencontre Fyg, ie

g C telle que {|f — glleo< € et Yz € [0,1],3y € [0,1], %Ei—(m)- > n.

Par le théoréme de Weierstrass, on sait qu'il existe un polyndme P tel que || P — f[lo0o < §. Notons

M = [P [loo,jo,1)-
Soit N € N tel que eN > 2(M +n+ 1)
On découpe Pintervalle [0,1) en [ JI " [£, ££L], et on considére la fonction go 4-périodique que

I’'on définit sur [O, 1{,] par :

eN :
=1 si0D<a
2 —
gO(T) = { eN ;1
o sy <

<

<N
T

|/\w

L
N

alen

La fonction gy est continue sur [0, 1] et [|gollo= §
Considérons alors la fonction g € € définie par g = P -+ gy et montrons gu'elle répond bien 4
notre probléme.
O 1f = gl If ~ PllocHlouloo 5 + <.
Et pour tout 2,y € [0, 1, (9(s) — 9(2) > lg0(®) - 9o}~ |P(y) — Ple)l.
—ze[0,1], donc 30 < k < 2N — 1 tel que = € [, &), Alors pour yo € [z, 44], on a
l90(30) — go(z)|= 5" [yo — =[> (M +n + 1)|yo — .
— De plus par l'inégalité des accroissements finis on &, pour ce méme yo, [P{yo) — Plz)|<
M|yo — =|.
Done finalement on &, Vo € {0, 1], 3y € [0,1] tel que :

lg(y) — g(2)l= (M +n+ Dy — =M |yo —z|= (n + 1)|yo — 2|> nlyo — 3.

On a donc bien montré que F, est d’intéricur vide.

Comme énoncé au départ, le lemime de Baire achéve la démonstration.



