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__DENSITE DES POLYNOMES ORTHOGONAUX |

Référence : BECk, Marick, PEYRE : Objectil agrégation, 2eme édition p.11C et p.140
Lecons : 203, 202, 207, 209, 213, 234, 239, 240, 245.

DErFINITION 1
Soit I un intervalle de R. On appelle fonction poids une fonction p - I — R mesurable, strictemnent positive et
telle que :

Yne N, /]xln p{z)dz < +oo
J1

DErFINITION 2

On note l'espace L*{1, p) l'espace des fonctions de carré ntégrable pour la mesure de densité p par rapport & la
mesure de Lebesgue ¢’est-a-dire muni du produit scalaire -

(.90 = ]I F@)a@ole) da

— PROPOSITION

Lespace L*(1, p} est un espace de Hilbert. Les polyndmes appartiennent & L*(1, p).

En particulier, il existe une unique famille {£,), e de polyndmes unitaires orthogonaux (pour {-, -} ») dewx a deux
et tels que degP, = n (orthogonalisation de Gram-Schmidt). Cette famille s’appelle la famille des polynimes
orthagoneus associés a la fonection poids p.

— THEOREME (DENSITE DES POLYNOMES ORTHOGONAUX)
boit I un intervalle de R et p une fonction poids. On suppose qu’il existe un réel o > 0 tel que :

feaFmEp(m) dw < +o0.
I

Alors les polyndmes orthogonaux asscciés & o forment une base hilbertienne de L3(1, p).

Preuve :

But : Les polyndmes (F,}.cn formant une famille orthonormée. Il reste douc & mwontrer gu’elle est totale, donc
que Vect((Pn)n) est dense dans L*(T, p). Or Vect((F,),) est un sous-espace vectoriel de L1, p), 1l faut donc
mongrer que

Vect{(Po)n)t =0

Mais, par construction de (Pp)n, on a Vect((FPn)n) = Vect{{X™),,). On veut donc montrer que Vect({X™).}" = 0.
En posant g, : © — z™, cela revient & montrer :

Si f L1, p) vérifie {f, gnip=0powrtout ne N
Alors f =0.

Dans la suite, f € L3(1,p) et vérifie {f, gn)e =0 pour tout n € N

Laura GAY © Camille FRANCINI : -1 31 mai 2015




Htape 1 :
Soit f € L*(1, p). Soit ¢ définie par

Yz C R, sinon

olz) = { f(acsz(z:) sizel

Montrons que ¢ est une fonction de LH{R).

1+¢
Remarquons que pour £ 2 0, on a £ < + . Ainsi, on a
1 2
Vo €1, LF{z)] plz) < *2"(1 + | f{@)7)olz)
Comme p et pf? sont intégrables sur I (par définition pour p et JF € L*(1,p) pour pf?), on en déduit que
v e LHR).
Etape 2 :

On peut donc considérer sa transformée de Fourier -

Yw e R, Pw) = '/;f(:,t)p(z)eﬁi”w dz

Montrons que ¢ se prolonge en une fonction F' holomorphe sur B, — {z € C,|Zm(2)| < a/2}.

Posons, pour z € B, et z € 1, gz, z) = e"i”f(x),o(:c)‘
On définit la fonetion F par -

Yz € B, Fiz) = j[g{z,x} dz
I

Vérifions que cette fonction est bien définie -

A ) . x|
En effet, on a [e757| = gfmize  GlTmlallsl o g%
Done, poutr z € B,, ot a :

Jloteo az < [ (r@ pte) gz
I I

< ( /1 el o) dm)% ( /I @) o) d;c)% (var Cauchy-Schwrz)

< o0

Vérifions maintenant que F vérifie les hypothéses du théordme d’holomorphie sous le signe intégrale :
HI) Pour tout z € B, Papplication = — g{z, z) est intégrable (déja vu)

H2) Pour tout z € I, Iapplication z — g(z,z) est holomorphe (exponentielle)

H3) Pow tout z € B,,0ona

afx|

lo(z,2){ < 77 |F(z)}p(z)

indpt de z et intg sur I

Donc # est bien holomorphe sur B, et cofneide sur B avee B

Etape 3 :
On caleule FU™(0) pour montrer que si¥n € N, {f, 9.}, = 0 alors f = (.

Le théoréme précédent nous permet également de caleuler les dérivées de 7 -
Yz € [, F () = (—i)™ / Z"e T F () p(x) d
I
Alnsi, en ayant posé g, 1z - 2™, on obtient :

FO0) = (57 [a F(@o(a) do = (745, g, = 0

L'unicité du développement en série entitre d'une fonction holomorphe montre que F' = 0 sur un voisinage
de 0.

Laura Gay O Camille FRANCING p-2 31 mai 2015




Le thécréme du prolongement analytique implique alors que £ = 0 sur le connexe B, tout entier et donc
en particulier sur axe réel. On déduit que @ = Fip = 0.

Comme ¢ est intégrable (vu & I'étape 1), Vinjectivité de la transformée de Fourier implique que @ = .
O1, p est strictement positive donc f = 0 sur presque tout I.

BonNus
Fourquoz imposer une telle condition (d'écrasement) sur la fonction poids ?

Contre-exemple

On considére, sur I =0, +o0], la fonction poids wi{z) = z— =),

Montrons que les polyndmes crthogonsux pour le poids w ne forment pas une base hilbertienne de L2 {1, ).
Comnsidérons la fonction f{z} = sin{2n In{x)).

Montrons que la fonction [ est orthogonale & g, pour tout n & N (et pourtant f # o).

En effet,

+oo
{fignle = f o™ gin (2 In(z)) d=
G

f R e sin{2mu} du w4 In{x)
E
= / —(u—2P (o) sin(2my) du
R
= ") f e sin(2nt + (n + 1jm) dt tou—(n+1)/2
B

£ / sin2mt) dt

= 0 car Vintégrande est impaire

( l)n+le(

Ainsi, la famille (X™),en n’est pas totale done la famille des polyndmes orthogonaux associés 4 w non plus. Ce
n'est pas une base hilbertienne.

Fxemples de polynémes orthogonaux

— Polynfmes de Hermite
z
On prend I=R et p(z) =7 .

17 - 4" 2
Fo=1,P =X, 7 =X2—§, ey Polz) = ( sz " dd;(e*” )
— Polyndmes de Legendre
On prend I= [—1,1] et p{z) = 1.
L nl 47
:1P: O 2—— R - = — 2— 7
Pﬂ 7 1 X: P.. X 3: 1 Pn(r) (271)' dx“ (($ 1) )

Réponses & de possibles questions

i. D'od provient le théoréme d’helomorphie sous le signe intégral ?
=+ [ZQ p.310] 3i on se place sur un corapach, clest exactement la démo du théoréme de dérivation sous
le signe intégral (convergence dominée). Sinon, on se raméne au cas précédent et on utilise la formule de
Cauchy.

2. Donner une famille de polynémes crthogonawx pour laquelle le théoréme s'applique.
< Les polynémes de Hermite.

Laura Gay O Camille FRANCINI p-3 31 mei 2013



3. Donner la défimition et une caractérisation d'une base hilbertienne.
=3 [OA p.105] Une bese hilbertienne {en)new o5t une famille d’un Hilbert H qui soit orthogonale, normée
et totale.
Ou en donne une caractérisation avec les conditions suivantes qui sont équivalentes :
— la famille orthonormée (e, ), est une base hilbertienne.
—- pourtout x € H, x= Z(I B} Crye
neil
— pour tout z € H, lzi® = Z I(:c,en}fg.
neM
4. A partir de ce théordme, construire une base hilbertienne de L3(R).
< [OA p.112] L'espace L*(IR) est séparable, ses bases hilbertiennes sont donc dénombrables. On. va prendre
l'exemple des polyndmes de Hermite e on considére :

L*(R,p) — L(R)
foe PR
gL,

N7

qui sont des isométries bijectives inverses Fune de Pautre. 51 (F,) sont les polyndmes de Hermite, (Pn(:c)e‘zgf Bcw
est ure base hilbertienne de L2 (R).

Notes

v A Poral; on a largement le temps (Bmin pr introduive tout jusqu’au bus c’est bien) donc on le prends
et on détaille tout de sorte que le bonus reste un honus.

v Attention, dans le livre o et ¢ sont les mémes.

v Rappel : {principe de prolongement analytique) Soit I un cuvert connexe. Si deux fonctions analytiques
coincident sur un sous ensemble D C #f ayant un point d’accumulation dang I, alors elles sont égales sur 4.

v Rappel : Un point d’accumulation z d’une partie A d’un espace topologique est un poinh tel que :

Ye > 0, Blz,e)NAs£Bet Bz, 2)NA#£ {z}

v N'a d’intérét que si I non borné car sinon on & Weierstrass.
¥ Serl & diagonaliser des opérateurs autoadjoints compacts, résoudre des équations.
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DEVELOPPEMENTS POUR I'AGREGATION EXTERNE

Densité des fonctions continues nulle part dérivables
Lecons : 201, 202, 205, 208, 228, 213

[Z.Q], Saction VIIL.I4.e
@éoréme

L'ensemble A des fonctions continues sur {0, 1] qui ne sont dérivables en aucun point de [0,1] est
dense dans (C%({0, 1]}, ||.lle)- !

Démonstration:

Comme E = C%([0,1]) est un espace de Banach, on va utiliser le lemme de Baire pour montrer 4 = E.
Plus précisément, on va exhiber une suite (F, )}, _p; telle que -

— Vn e N, I;; est fermé;

— ¥n € N, F, est d'intérieur vide;

— AC | P

neN

Alors on aura moniré que A° est d'intérieur vide dans E.
Onposel, ={f cE|dx el Vy e L{f(y)— f(x)})| < nly — x}, o2 [ désigne l'intervalle {0, 1].

Etape 1: Montirons d’abord que A C | | Fa.

neN
Soit f € A alors f est dérivable en au moins un point xg € I
Ainsi la quantité fxo) = /) est bornée quand v - xg.

Xg —
-Et f étant continue sur [, 3N € N, ¥y £ I'i@—_iml < Netdone f € Fy.
5 -
Ainsi, AC | B
neN

ﬁtape 2: Soitn € N, on va maintenant montrer que F, est fermé.
Soit (f¢) ey, Une suite dans Fy, qui converge vers f € E.
Comume les fi sont dans Fy, ona:

VekeN,Ix e LVyel,

fie G) = fely)l < m o — ) {1)

Et comme [ est compact, il existe une extraction { x,( qui converge vers x € L.
. P ke
Soitk € IN,

|fq7[k) (x(p(k)) *f(x)l < |fcp(k) (xrp(fc)) -f (xqz(fc)) E + lf (xqa(k)) —f(XJ‘

<l oty = |20 Py
{f est continue)

Donc,éirx(}ofq,(k) (x:p(k)) = f(x).
Dés lors, par passage & la lmite dans (1}, onobtlent : ¥y < 1 if(x) — fly)l € nlx —y|, donc f € F,
puis F; est fermsé.

Etape 3: Pour tout n € N, on va finalement montrer que B, est d'intérieur vide.
Comme E est métrique, on va montrer qu'il n'existe pas de boule ouverte B(f, ) C Fyavec f € Fy et
£>0,1e:
VieE,Ve>0B(f.e)nF £ o

1. Quand on fait ce développement, il faut absolument &ire capable de donner un exemple d'une telle fonction; allez, c'est
. o {znx}

le cadean de Ja maison : Vx € R, f(x) = Z T
=0
une fois qu’on a2 montré que cette fonction est continue et nulle part dérivable, le théorgme de Welerstrass tmplique le résultat
du développement. Une application de ce théoréme est de montrer que toute forction continue s'écrit comme somme de deux

fonctions continues nulle part dérivables.

,oti {x} désigne fa distance de x & son enter le plus proche. Par ailleurs,
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Soitdonc f € F,, ete > Q.
Par le théordme de Weierstrass : 3F € R[X], [P — flle <

&
7

S0it N € IN™ (& qui on imposera une condition l
par la suite} ; on définit gy, fonction périodique
1
de péricde — telle que g1
° N 4 N, g &Y .
kY P i
eN , rO 1 } f \\ /
—X six € |0, ~—— i kY 7 N
2 2N 5, \ .
go{x} = g &N ixe 11 // \\ {;/ \\\ //‘
272 ¥ IN'N f |/ F X"ff -
_ ¢ 0 11 3 2
So est continue et fgoll, = T o2N N 2NN
-
Onposeg =P +gosona:{f —glle = f = P~ golfe < lIF ~ Pllo + lg0lle < 5 +g <e
Donc g € B(f, ¢).
Ona, pour tous x, 5 < I+ [g(x) —g(y}| > [go(x) — go(y)| — |P(x) — P()].
k+
De plus, pour x € [, ilexiste k & 6,25 — 1], tel que x € {5_1\7 cz—Nl .
. - k k+1 eN
Puis, soit yx € [ﬁ’ TZ\TJ alorsona : |go(x) — g0 (yx)] = - fx — vl
Bt par le theéoréme des accroissements finis, on a : [P(x) — P {y}! € | P[0 | — Yl
=N
Par conséquent: Vx € [, 3y, € L jg(x) —g (y:)| = (% - HP'HN) EX MR
N Ml
On se rend alors compte qu'il suffit dimposer % P > n,ie N > 2t [ Plee) dés le début

pour avoir :
Vel dy, €1,

Alngl, g € I, et finalement B{f,2) N FS #£ @,

Reéférences

£

gx) =g (yx)| > n|x —y4|
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