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Sous-groupes compacts de GL,(R)

Références :
~ Alessandri, Thémes de Géométrie, p.141 et 160

Enoncés
_'iE‘_héoréme 1

Soit G un sous-groupe compact de GL,(R), alors il existe ¢ forme quadratique sur R" telle
que G C O{g).

Théoréme 2 (Enoncé éguivalent)

Les sous-groupes compacts de GL,(R) sont exactement les sous-groupes de O, & conju-
gaison prés.

Preuve : On va montrer les résultats suivants :
Lemme 1
L’enveloppe convexe d’un compact en dimension finie est compacte.

Utilise le théoréme de Carathéodory qui borne le nombre de points & utiliser pour décrire

I'enveloppe convexe.
Si on note alors 8, = {z € E | z est combinaison convexe de n points de K}. Alors le

théoréme de Carathéodory nous donne f,4; = Conv(K) en dimension n.
Ainsi en notant C,, == {(t1,,tn) € [0,1]" | 3_¢: = 1}, 'application Cpp1 x K™+ — Conv(K)
définie par (£, X) — > ;X est surjective et continue. Elle envoie donc ce produit de compacts

qui est compact sur un compact.
Lemme 2

Soit K C E convexe compact non-vide en dimension finie. v € L(E) (continue) telle que
v(K) C K, alors il existe v € K tel que v(z) =z

Soit dans = € K, posons (,), la suite définie par @y = z et z,41 = v(x,). Soit alors
tn = (14 1)7' D gcic, @ Suite dans Conv(K). D’aprés le lemme 1, par compacité, il existe
une extraction ¢ : N —» N telle que (uy(n))n converge vers u € Conv(K ). Alors :

@(n} w(n)
1 Lp(m)+1 — Lo
—_—
U(Up(n)) = o) +1 Z"’('“f» o) +1 E :’EW Uip(n) + o)+ 1 nome

Donc par continuité de v, v(u) = w.
Théoréme 3
Si (¢ sous-groupe compact de GL{E), et K compact convexe non vide de E, alors il existe
un élément de K fixé par tous les éléments de G.

Lemme 3

11 existe une norme sur E qui soit G-invariante : ¥Vg € G,z € E, on a N(g-z) = N(z).




On pose N(z) = max,eq ||gz]. Cette application existe par compacité et il est évident
qu'elle est positive définie homogéne et G-invariante. De plus N{z+y) < maxgeq ||gzf-+ gyl <
maxyeq ||gz| + maxeeq [lgy|| < N(z) + N(y). Cest donc bien une norme.

On remarque également que le cas d'égalité : N(z+y) = N(z) + N(y) nécessite ||z +y|| =
llzll + lyll. En particulier z et y doivent étre positivement liés (cas d’égalité dans I'inégalité
triangulaire = cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz => positivement liés).

On peut maintenant prouver le théoréme 3 : Posons pour g € G, Fy = {x € K | g = 2}
fermé de K. Alors par propriété de Borel-Lebesgue pour le compact K r‘lgF =@ ssi Jp
tel que Mici<pFy, = 0.

Soit donc p > > 0, {g1,,9p} C G. Posons g = p~" 3, ., g € L(E). Alors d’aprés le lemme
2, il existe un z € K tel que gz = z. Ainsi N(gz) = N(z) et de plus comme N est G-invariante,
pour tout i, on a N{g;») = N(z). D’ol :

N(z) = N(ga) = N (ﬁ- Zgix) %Z )= >3 Nle) = Na)

1=

D’aprés la remarque précédente, les g;x sont positivement liés, et comme ils sont de méme
norme, alors ils sont égaux et égaux & gz = . D'oll € NMi<ply,.
On a donc bien montré Pexistence d'un point fixe de K sous 'action de G.

A partir de ces résultats : Soit G sous-groupe compact de GL(E), (£, | - ||) espace
euclidien.

On considére p : G — GL(S,), A — '"A_A. Clest une co-action de groupe linéaire de G
sur S,. p(G) est donc un sous-groupe compact de GL(Sy) (p est continue car polynomiale en
les coefficients de A).

Considérons alors X = Conv({*M M | M ¢ G'}). Par hypothése + lemme 1, ¢’est un com-
pact convexe non vide de 5,,. Et donc d’aprés le résultat intermédiaire : 35 € X telle que
VM e G, p(M)S=5.

Soit donc (-, g : {(=,y) — {(x, Sy) c’est bien un produit scalaire sur E car S € S}t et de
plus pour tout M € G, (Mz, SMz) = {z,*MSMz) = {z, Sz}. Donc G C O((,")s).

O



Théoréme d’Ascoli

2014-2015

Nous allons ici montrer une version un peu affaiblie du théoréme d’Ascoli,
qui permet de caractériser les compacts des espaces de fonctions continues.

On se place dans la suite dans un espace métrique compact (X,d), et on
considére ensemble C{X,R) des fonctions continues de X dans R, muni de sa
distance infinie d,.

Définition. Une partie F de C(X,R) est dite dguicontinue en xp si
Ye > 0,36(zo,€) tel que Vf € F,Vx € X,  d{zo, ) < 6= d(f{ze), f(z)} < ¢
F sera dite équicontinue si elle I'est en tout point.

Lemme. Soit F C C(X,R), si F est équicontinue, alors J est uniformément
équicontinue.

Démonstration Supposons F équicontinue.
Soit & > 0. Alors pour tout @ € X, il existe n; > 0 tel que :

Vy € X,Vf € F,d(z,y) <2z = [f(2) - fly)l <e
U B (z,n,) est un recouvrement d’ouverts de X, et X est compact, donc

zEX

|3
il existe @y,...,o, € X tels que X = UB(ﬂfi»ﬂra)-
i=1
On pose 1 ;= mi .
p n 155‘%111%‘

Soient f € F,z € X, et 1 £ ¢ < n tel que d(z,x;) < 15, Soit enfin y € X
tel que diz,v) <n.
Alors d{@, &) < 1, donc |f{z) — flzi)| <eet:

d(y, i) < d(y, ) + d(@, @) <1+ 7y < 2

done {f(y) — flzi)| < e
Finalement :

|£(z) — F) < [f(@) = Flaa)l +1f () — S} < 2

Donc F est uniformément équicontinue, (]



Théoréme d’Ascoli  Soit X un espace métrique compact, F une partie de
C(X,R). Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1. F est relativement compacte dans C(X,R) pour la tepologie induite par dy

2. JF est équicontinue et bornée.

Démonstration :

Soit & > 0, comme F C C{X,R) est relativement compacte, on
peut prendre fi,...,f, € F tels que F = UL, B(f;,&). F est donc bornée,
montrons qu'elle est équicontinue.

Soit xp € X; pour 1 <i <p, f; étant continue en zy, il existe §; tel que

Ve, d(z, 20) < 8 = |filw), filzo)| <€

Les f; sont alors équicontinues en o, de constante §(zo, &) = min{éy,..., &}
Soient maintenant f € JF, et  tel que f € B{f,¢). Pour z € B(zg,€), on a:

|f{z} — flwo)| < (@) = fale)] + 1 fulz) — filwo)] + | filzo) — fi(z)]
< 3¢

Ceci étant vrait pour tout =g, JF est bien équicontinue.

Soit F C C(X,R) équicontinue, donc uniformément équicontinue
d’aprés le lemme, et bornée. Prenons une suite (fp}n € F7, on va montrer
qu’on peut en extraire une sous-suite convergente.

X étant compact, il est séparable, et soit alors A = {@1,...,2Zn,...} une
partie dénombrable et dense de X.

F é&tant bornge, il existe M < +oo tel que Va, || fulloe € M. Alnsi, Vz €
X, {fn(x))n est un ensemble borné, on peut donc en extraire une sous-suite
convergente. On va récursivement appliquer ce procédé aux points de A, et
construire une suite d'extractions ((fun)n)x dont le k—idme terme vérifie la
propriété

Vi<i<k, fk,n(wi) ~—n i (Py)

o On extrait (f1,n)n de {fy)r, de maniére & ce que (f1.(21)) —n &

¢ Soit k € N tel que ((fx,n)n)r vérifie (P). On extrait (fei1,n)n de (fan)n,
de maniére & ce que fry1a(@ht1) —n begi. (frr1,0)n vérifie alors bien
(Py1).

La suite (gn)yn = (fr,n)n est alors une extraction de (f,,), qui vérifie :
Yk e N, gn{a:k) —, (Poo)

Nous allons montrer que G = {(g,)r, 7 € N} est uniformément Cauchy, autrement
dit (g,,)» est convergente pour de,.

Soit £ > 0. Puisque G C F, G est aussi uniformément équicontinue. Prenons
§ (que Pon choisit inférieur & ¢} tel que

Yo,y € X,k € N, d(a,y) < 6= |gr(z) —gr(v)| <e



Comme A = {zy, k € N} est dense dans X, on a
X = | | B(zx, )
keR

X etant compact, on peut extraire un sous-recouvrement fini, et, plus simple-
ment, il existe K tel que

K
X = | | B(z,9)
k=1
Comme pour tout k, (gn(wx))n est de Cauchy, {(gn(@1))n,. .., (Gn(Tx))n} est
uniformément Cauchy, soit donc N tel que
Vi<k< K, mn2N=|glzr)— gm{zi) <e
Soit enfin ¢ € X. Prenons k tel que d(z, ) < & On a, Vm,n 2 N,

|gm (@) — ga (®@)| < gm (@) — gm(@r)l + |gm (@) — gnlza)| + gn{z) — gn(w)|
< 3e

Ceci étant vrai quelque soit z, G est bien uniformément Cauchy, et on a ainsi
extrait une sous-suite de (fn)n convergeant vers f pour deo. La fonction f étant
limite uniforme de fonctions continues vers X complet (car compact), f est bien
dans C(X). Ainsi, Padhérence de F est compacte (cad F est précompacte). [}

Source. Daniel Li, Cours d’analyse fonctionnelle






